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ПРЕДИСЛОВИЕ 


“Сборник задач по теории функций комплексного переменного” 
(ТФКП) предназначается в основном для студентов механико-матема- 
тических и физико-математических факультетов университетов, со- 
ответствующих отделений пединститутов и технических вузов с по- 
вышенной программой по математике. В “Сборнике” имеются также 
циклы задач, выходящих за рамки программы. Некоторые из них мо- 
гут служить основой для курсовых студенческих работ и материалом 
для занятий на семинарах по ТФКП. 

Авторы полагают также, что “Сборник” окажется полезным для 
лиц, специализирующихся по механике непрерывных сред (гидроди- 
намика, теория упругости) и электротехнике, так как в нем содер- 
жится большое число задач либо по непосредственному применению 
ТФЕП к указанным дисциплинам, либо по вопросам, представляю- 
щим их математическую основу (конформные отображения, гармо- 
нические функции, потенциалы, интегралы типа Коши и т. д.). 

Нам кажется, что “Сборник” достаточно полно отражает основные 
разделы TORII, более или менее близкие к учебным планам. 

Для удобства пользования “Сборником” в оглавлении, помимо на- 
звания глав и параграфов, иногда перечислены содержащиеся в них 
основные циклы задач (это касается главным образом основного учеб- 
ного материала). 

Предполагается, что пользующийся “Сборником” знаком с соот- 
ветствующими разделами курса ТФКП (например, в объеме книги 
А. И. Маркушевича “Краткий курс теории аналитических функций”). 
Если привлекается дополнительный материал, то даются необходи- 
мые справочные сведения, а также ссылки на литературу. Для наи- 
более часто цитируемых книг введены обозначения: 

[1] — Маркушевич А.И. Краткий курс теории аналитических функ- 
ций — 3-е изд. — М.:“Наука”, 1966. 

[2] — Маркушевич А.И. Теория аналитических функций, T. I, I. — 
2-е изд. — М.: “Наука”, 1967, 1968, . 

{31 — Лаврентьев М. A., Шабат Б. В. Методы теории функций 
комплексного переменного — 2-е изд. — М.: “Физматгиз”, 1965. 

4] — Привалов И. И. Введение в теорию функций комплексного 
переменного — 10-е изд. — М.:“Физматгиз”, 1960. 
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Все указания к решению задач приведены в основном тексте. 

Наиболее трудные задачи, номера которых отмечены звездочками, 
снабжены решениями, помещенными в ответах. 

При составлении “Сборника” были использованы имевшиеся в рас- 
поряжении авторов как русские, так и иностранные учебники, посо- 
бия, монографии. 

Второе издание “Сборника” выходит в существенно переработан- 
ном виде. В связи с пожеланиями, высказанными при обсуждении 
“Сборника” сотрудниками кафедры теории функций и функциональ- 
ного анализа Московского университета, увеличено число задач по ря- 
ду разделов (особые точки многозначных функций, конформные ото- 
бражения, связанные с элементарными функциями, целые функции и 
т. д.). В то же время исключены некоторые циклы задач, не связан- 
ные с обязательным курсом ТФКИ (сингулярные интегралы, классы 
функций с неизолированными особенностями, нестационарные вих- 
ревые течения и некоторые другие). Исключена часть справочного 
материала — таблицы преобразований эллиптических функций и ин- 
тегралов (их можно найти в вышедших в последние годы на русском 
языке справочных изданиях). 

Произведена также перегруппировка всего материала; в частнос- 
ти, выделены в отдельную главу вопросы, связанные с обобщениями 
понятия аналитической функции. Исправлены погрешности, обнару- 
женные как в ответах, так и в условиях задач. В связи с этим авторы 
благодарны всем лицам, приславшим свои замечания. Мы особенно 
признательны А. А. Гольдбергу за ряд ценных советов и указаний. 


Авторы 


ГЛАВА I 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО 
ПЕРЕМЕННОГО 


В этой главе и вообще везде в этой книге, где не оговорено против- 
ное, приняты обозначения: 2=2 + пу =те”, ш=и+ш = рей (т, у, 
ит, р, ри д — действительные числа, г20, p20); Rez=a, 
Imz=y, Argz=y, |[2| =т, Z=a—iy. Если не сделано дополни- 
тельных указаний, то главное значение аргумента argz выделяется 
неравенствами —л <argz < л; комплексную плоскость, точки кото- 
рой изображают комплексные числа =, будем называть 2-плоскостью; 
обычно термины “комплексное число 1” и “точка 2” употребляются 
как синонимы. 


§ 1. Комплексные числа 
Комплексные числа, геометрическая интерпретация 


1.1. Выполнить указанные действия: 

1 1-7 2 4 
1) +; 2) ——; ——; 4 = 
5 Dis Эр HMa+ivy 


1.2. Найти модули и аргументы комплексных чисел (a ub — 
действительные числа): 

13: 2-2 3)14+7; 4)-1-4 Эм; 6)2-5; 

7) 2+5; 8) -2-5; 9)ы(20); 10)a+hi (a £0). 

1.3. Решить уравнение # = 2”! (п #2 — натуральное число). 

1.4, Найти все значения следующих корней и построить их: 

9; 22%; ЗУ 498 5951 

6) Д-ь 7) V34+4&, 9220 9) 7-44 31. 

1.5. Локазать, что оба значения М2 — Т лежат на прямой, прохо- 
дящей через начало координат и параллельной биссектрисе внутрен- 


него угла треугольника с вершинами в точках —1, 1 и 2, проведенной 
из вершины 2. 
т 
1.6. Пусть т и п — целые числа. Показать, что (92) имеет 
п/(п, т) различных значений, где (n,m) — общий наибольший дели- 


т 
тель чисел т и п. Убедиться, что множества значений (v2) и Ут 
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совпадают тогда и только тогда, когда (n,m) = 1, т.е. n и т взаимно 
просты. 


1.7. Исходя из геометрических рассмотрений, доказать нера- 
венства: 

1) [zi + 22| < [zi] + |22|} 2) Jer — 22| 2 [21| — |22||. 

Доказать эти же неравенства алгебраическим путем. Выяснить в 
каждом случае, когда имеет место знак равенства. 


1.8. Исходя из геометрических рассмотрений, доказать нера- 
венства: 


Е -Н ааа: 2) 2-1 < - 11 + ата] 
1.9. Доказать тождество 
[21 + 252 + [21 — 22|? = 2(lza|? + |222) 
и выяснить его геометрический смысл. 
1.10. Доказать тождество 


|1 — 2125|? — | - zo)” = (1- |211?) (1 = |z2|7). 


1.11. Доказать неравенство 


1 71 22 
21 + 22] > = (lea; + lz —+—]. 
ler + > 5 (eal + lea) [E+ 
1.12. Пусть 21 И 22 — произвольные комплексные числа, a ay 
и а2 — действительные числа (а? + а2 я 0). Доказать неравенства 


о laren + аз 


а + az < fai? + |221? + Jez + #21. 


2 2 2 2 
lzi|° + 82| | + 22| < 
Указание. Ввести вспомогательный угол с такой, что tga = 

= а1/а2, представить оцениваемое выражение в виде А + Взт2а + 

+ С соз2а и найти его наибольшее и наименьшее значения. 


1.13. Доказать тождества: 


т п 2 
2 2. 
V) (n= 2) la? +] S oan] = У) law + asl?s 
k=1 k=1 1gk<sgn 
= 2 = 2 2 

2) nS Jag| ~|> | = У ш-ыР. 

k=l k=1 1gk<sgn 

1.14. Доказать: 

1) если 21 + 22 +23 = Ou |21| = |22| = |23| = 1, TO ТОЧКИ 21, 22, 23 
являются вершинами правильного треугольника, вписанного в еди- 
ничную окружность; 

2) если 21 + 22 + 23 + 24 =0и |21| = |22| = |23| = [24|, то точки 21, 
22, 23, 24 Либо являются вершинами прямоугольника, либо попарно 
совпадают. 
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1.15. Найти вершины правильного п-угольника, если его центр 
находится в точке z = 0, а одна из вершин 21 известна. 

1.16. Точки 21 и 22 — смежные вершины правильного п-угольни- 
ка. Найти вершину 23, смежную с 22 (23 F 21). 

1.17. Даны три вершины параллелограмма 21, 22, 23. Найти чет- 
вертую вершину 24, противоположную вершине 22. 

1.18. При каком усяовии три попарно не совпадающие точки 21, 
22, 23 лежат на одной прямой? 

3.19. При каком условии четыре попарно не совпадающие точки 
21, 22, 23, 24 лежат на одной окружности или прямой? 

1.20. Точки 21, 12, ..., Zn лежат по одну сторону от некоторой пря- 
мой, проходящей через начало координат. Доказать, что аналогичным 
свойством обладают точки 1/21, 1/22, ..., 1/2» (указать, относительно 
какой прямой) и что 


1 
2+... +20, — 


21 22 zn 
1.21. Доказать, что если 2; 4+ 22 +...4 2. = 0, то любая прямая, 


проходящая через начало координат, разделяет точки 21, 22, ..., Zn; 
если только эти точки не лежат на этой прямой. 


1.22. Доказать, что любая прямая, проходящая через центр тя- 
жести системы материальных точек 21, 22, .... Zn © массами ту, 
Mo, .... Mn, разделяет эти точки, если только они не лежат на этой 


прямой. 

В задачах 1.23-1.34 требуется выяснить геометрический смысл 
указанных соотношений. 

1.23. jz — 20| < В; 2-м > R; jz -—zl|=R. 

1.24. [z—2|+]z+2)=5. 1.25. 8-2 - 2+2] >3. 

1.26. [2 -2|=|2-22|. 1.27.1) Rez >C; 2) шё< С. 

1.28.0 < Ве (12) < 1. 

1.29. а < ава < 6; a<arg(z-—2) <6 (-™<a<fen). 

1.30. |=| = Вег +1. 1.31. Rez+Imz < 1. 


1=0. 1.33. 


22 
1.34. 1) [2| <argz, если 0 < argz < 2п; 


22| > |1+27|. 


1.32. Im 2—2 =0; Re 
2 


& -— & 
#-—2 == 


я 


2) [2| < argz, если 0 < argz < 21. 


В задачах 1.35-1.38 требуется определить семейства линий в 
2-плоскости, заданных соответствующими уравнениями. 


1.35. 1) Re= = С; 2) Im = =С (-00 < C <0). 
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1.36. 1) Rez? =C; 2) Imz? =C (-co < C < о). 


1.37. |2—2/ = (A> 0). 
&- 22 
1.38. arg 2-7! =a (-1 <a <7). 
z— 22 


1.39. 1) Семейство линий в =-плоскости задано уравнением 
|jz27-—1J=A (A>0). 


Для каких значений A линии семейства будут состоять из одной 
простой кривой и для каких — распадаться? 


2) Выяснить те же вопросы для семейства 
2? +аг+Ы=л (A>0). 


1.40. Найти наибольшее и наименьшее расстояния от начала ко- 
ординат до точек заданной линии (а > 0): 


1) e+ =] =a 2) |+ = а. 


1.41. Функция argz определена однозначно во всякой точке 
z #0, если положить |2|-— 2a < argz < |2|. Каково геометрическое 
место точек, в которых нарушается непрерывность определенной та- 
ким образом функции arg 27 

1.42. Каково геометрическое место точек, в которых нарушается 
непрерывность функции arg z, однозначно определенной при любом 
230 неравенствами In|z| — 27 < argz < ш |2? 

1.43. Первоначальное значение Arg f(z) при z = 2 принято рав- 
ным 0. Точка 2 делает один полный оборот против часовой стрелки 
ло окружности с центром в начале координат и возвращается в точ- 
KY z= 2. Считая, что Arg f(z) изменяется непрерывно при движении 
точки 2, указать значение Arg f(2) после указанного оборота, если: 


К =УРЕ 2) f2)=¥z2-1; 3) fle) =V2-1; 
4) f()=VeF 3 5) fe) =, | 


z+1 


Стереографическая проекция 


1.44. Вывести формулы стереографической проекции, выражаю- 
щие координаты (&,7, С) точки Р сферы с диаметром 1, касающейся 
2-плоскости в начале координат, через координаты (т,у) соответст- 
вующей точки 2. Выразить также x и у через &, п, С (оси & и п пред- 
полагаются совпадающими соответственно с осями х и у). 


Примечание. В задаче 1.44 осуществляется соответствие меж- 
ду точками комплексной плоскости и сферы радиуса 1/2, касающейся 
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этой плоскости. Встречается и иной способ соответствия, при кото- 
ром сфера имеет радиус, равный 1, а 2-плоскость проходит через ее 
центр. См., например, [1; гл. J, п. 4]. 

1.45. Каковы на сфере образы точек 1, —1, i, (1 — i)/V2? 

1.46. Каков на плоскости образ параллели с широтой В(—п/2 < 


<В<т/2)? Чему соответствуют “южный” и “северный” полюсы? 


1.47. Найти на сфере образы: 

1) лучей argz=a; 2) окружностей |z| =r. 

1.48. Каково на сфере взаимное расположение пары точек, взаим- 
но симметричных: 

1) относительно точки д = 0; 


2) относительно действительной оси; 
3) относительно единичной окружности? 


1.49. При каком условии точки 21 И 22 являются стереографи- 
ческими проекциями двух диаметрально противоположных точек 
сферы? 

1.50. При каком преобразовании сферы образ точки 2 переходит 
в образ точки 1/2? 

1.51. Найти на сфере образы областей, определенных неравенст- 
вами: 

1)Imz>0; 2)Imz<0; 3) Rez>0; 

4) Rez <0; 5) jz| <1; 6) jz| > 1. 

1.52. Что соответствует на сфере семейству параллельных пря- 
мых на плоскости? 

1.53. Доказать, что при стереографической проекции окружнос- 
ти, расположенные ‘на сфере, проектируются в окружности или в 
прямые на плоскости. Какие окружности на сфере соответствуют 
прямым? 

1.54. Пусть К — окружность на плоскости, сответствующая ок- 
ружности К’ на сфере, № — северный полюс сферы, 5 — вершина 
конуса, касающегося сферы вдоль К’ (предполагается, что А” не 
является большим кругом). Доказать, что центр окружности А’ ле- 
жит на луче №5. Рассмотреть случай, когда К’ — большой круг. 

1.55. Доказать, что при стереографической проекции углы меж- 
ду кривыми на сфере равны углам между их образами на плоскости. 

1.56. Найти длину k(z,a) хорды, соединяющей точки сферы, co- 
ответствующие точкам 2 и а. Рассмотреть также случай, когда а — 
бесконечно удаленная точка. 

1.57. Даны две точки 21 и 22 (одна из них может быть бесконечно 
удаленной). Найти геометрическое место точек 2-плоскости, которо- 
му на сфере соответствует окружность, равноудаленная от образов 
данных точек. 
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$ 2. Элементарные трансцендентные функции 


По определению 
exp z = e* = е*(созу + isiny), 


деда e* +е-® О: ее es sin z ete x = £082 
2 й Qi » В cos z’ 5 sin z 
ve ar z —х 
е”^ + е e~—e shz ch z 
chz = ———,, = thz = ——,  cthz = ——. 
2 : 2 ; chz’ sh z 


1.58. Пользуясь определением е*, доказать, что: 
1) e71 . е22 = ew1tz2, 2) eztent = e?; 
3) если e?*” = е* при всяком Z, то 

ш= 21 (k =0,+1,+2,...). 


Соотношение ехрёф = е =cosy+isiny (формула Эйлера) по- 
зволяет вместо тригонометрической формы записи комплексного чис- 
ла z= r(cosy +isiny) пользоваться показательной формой д = ге. 
В дальнейшем под ф обычно понимается главное значение аргумен- 
та, т.е. -™< yen. 

1.59. Представить в показательной форме числа 1, —1,$, —, 1+8, 
Ей 

1.60. Найти е=7/2, e&™* (k = 0, +1, +2,...). 

1.61. Найти модули и главные значения аргументов комплексных 
чисел ei; eH ей; 673-48, ве (а > 0, |p| < п); е № (4 < 
< т); ее (0 < B< aK м). 

1.62. Найти суммы: 

1) 1+ cosx + с0з2х +... + соз их; 


2) sing + зт 2х +... + зших; 

3) созх + cos 3x +... + cos (2n — 1)z; 

4) sine + зп 3х +... + sin (2n — 1)т; ` 
5) sing —sin2a +... +(~1)""! sinnz. 

1.63. Найти суммы: 

1) соза + соз (а + В) +... + соз (а +n); 

2) sina + зщ (а + В) +... + эп (а + пр). 

1.64. Исходя из определения соответствующих функций, дока- 


зать: = 
sin? z+cos?z=1; 2) sin z = cos (5 ~ z); 


4) cos (21 + 22) = cos 21 cos 22 — sin 21 sin 22; 
2tg z 


1) 

3) sin (21 + z2) = sin 21 cos 22 + cos 21 sin 22; 
) 

) ты 


5) tg2z = 6) ch (21 + 22) = ch zich 22 + sh 218Н 22. 
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1.65. Доказать, что если cos(z + и?) = с082 при всяком 2, то ш = 
= 2nk (К = 0, +1, +2. ...). 

1.66. Доказать, что: 

1) siniz =tshz; 2) cosiz=chz; 3) tgiz =ithz; 

4) ctgiz = —icthz. 

1.67. Выразить через тригонометрические и гиперболические 


функции действительного аргумента действительные и мнимые 
части, а также модули следующих функций: 


1) 912; 2)cosz; 3)tgz; 4)shz; 5)chz; 6) thz. 

1.68. Найти действительные и мнимые части следующих значе- 
ний функций; 

1) соз (2+7); 2) sin2i; 3) tg (2-2); 


4) ctg(Z—iin2); 5)cth(2+2); 6) th(in3+ 2). 


1.69. [lin каждой из функций e*, cosz, sinz, tgz, chz, cthz 
найти множество точек Zz, где она принимает: 

1) действительные значения; 

2) чисто мнимые значения. 


1.70. Найти все значения =, для которых: 

1) jtgz}=1; 2) 2 =1. 

По определению =Lnz = Inr+ig+2mik (К = 0,£1,+2,...), 
Inz=Inr+iy(-a7 <y<a) (Inz называется главным значением ве- 
личины Ln 2). 

1.71. Вычислить: 

1) Ln4, Ln(—1), №(-1; 2) Lni, Ini; 

147. 
Vn 

1.72. Найти ошибку в рассуждениях, приводящих к парадоксу 
И. Бернулли: (—-2)2 = 22, поэтому 2 Та (—=) = 2 Lnz, следовательно, 
Ln (—z) = Lnz. 

1.73. Первоначальное значение Im f(z) при z= 2 принято рав- 
ным нулю. Точка 2 делает один полный оборот против часовой стрел- 
ки по окружности с центром в точке 2 = 0 и возвращается в точку 
z = 2. Считая, что f(z) изменяется непрерывно. при движении точ- 
ки 2, указать значение Im f(z) после указанного оборота, если: 


3) Ln 4) Ln(2—3i), Ln(~2 +38. 


1) f(z) =2inz; 2) Да) =; 
3) f(z) =Inz—Ln(z+]); 4 f(z) = 2+ Та (2+1. 
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По определению для любых комплексных чисел а 2 0 иа 
а“ = exp {а Lna}, (1) 
или, если под e? по-прежнему") понимать expz, то а“ = еб" Та, 


1.74. Найти все значения следующих степеней: 
ee ме 


6) a 7) (3-40; 8) (~3-4 41), 


1.75. Показать, что в случае рационального показателя степени 
(a = т/п) общее определение степени =” совпадает с обычным опре- 


делением: 
ра 


{см. также задачу 1.6). 

1.76. Совпадают ли множества значений a?%, (a%)?, (а?) °? 

По определению, равенство w = Arccosz эквивалентно равенст- 
ву 2 = cosw. Аналогично определяются функции Агсзш 2, Arctgz, 


Arcctg 2 и обратные гиперболические функции Arch z, Arshz, Arthz, 
Arcthz. 


1.77. Доказать следующие равенства (для корней берутся все их 
значения): 


1) Arccosz = —iLn(z+ Vz? - 1); 

2) Arcsin z = — Ша а + Vz? — 1); 

aed = Sp 

i-z 21 1-22 С 


Е 5) Archz = Ln (z+ Vz? — 1); 


Z+4 


3) Arctgz = : Ln 


z 


4) Arcetgz = + Ln 


1+2. 
1-2’ 


6) Arshz = Ln(z+ М1); 7) Arthz = zn 


2+1 
2-—1' 

1.78. Доказать, что для любого значения Arccosz можно подо- 
брать такое значение Arcsin 2, чтобы сумма этих значений была рав- 
на 7/2. Доказать аналогичное утверждение для Arctgz и Arcctg z. 

Примечание. Равенствам Arcsinz + Arccosz = 7/2 и Arctgz + 
+ Arcctgz = п/2 всегда придается смысл, указанный в настоящей 
задаче. 


8) Arcthz = = in 


1) Согласно (1) e* = exp {z Ln e} = exp {2 (1 + 2ik)}. Однако, если не оговорено 
противное, мы будем считать k = (т. е. по-прежнему е? = ехр2. 
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1.79. Показать, что все значения Arccos 2 содержатся в формуле 
Arccos z = Та (2 + М 22 — 1), 


где под Vz? — 1 понимается какое-нибудь одно его значение. 


1.80. 1) Для каких 2 все значения функций Arccosz, Arcsinz и 
Arctg 2 действительны? 


2) Для каких 2 функция Arsh = принимает чисто мнимые значе- 
? 
ния? 


1.81. Найти все значения следующих функций: 


1) Arcsin =: 2) Arccos = - 3) Агссоз2; 4) Arcsin; 


2? 2 
5) Arctg(1+2i); 6) Arch2i; 7) Arth (1 —2). 
1.82. Найти все корни следующих уравнений: 
1) sinz+cosz=2; 2) sinz —cosz = 3; 
3) snz—cosz=i; 4) chz—shz=1; 
5) shz ~chz=2i; 6) 2chz+shz =i. 
1.83. Найти все корни следующих уравнений: 


1) cosz =chz; 2)sinz=ishz; 3) cosz =ish2z. 
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CO 
1.84. Доказать, что если ряд > Cn сходится и | arge,| За < 
то ряд сходится абсолютно. n=1 


И 


со 


1.85. Пусть о ряды 2. и Ses 2 . Доказать, что если 


n=1 


Re Cn 2 2 0, то ряд у. len|? будет В сходящимся. 
п=1 
fee) 


1.86. Pag > с„ обладает тем свойством, что четыре его части, 


п=1 
состоящие каждая из членов, содержащихся в одном и том же замк- 
нутом квадранте плоскости, сходятся. Доказать, что данный ряд схо- 
дится абсолютно. 


1.87. Доказать формулу (преобразование Абеля) 


п п—1 
>. аъ = У ^ бы (бк — Вы+1) — Sm—1bm + бабы, 


kom 
где 1< и Sp =а: аз + ... ак (Е 21), So =0. 
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oo 
1.88. Доказать, что для сходимости ряда > Qnbn, где b, > 0, 
со n=] 
достаточно, чтобы частичные суммы ряда › а» были ограничены и 


n=] 
последовательность чисел {b,} монотонно стремилась к нулю (при- 
знак Дирихле). 


Указание. Воспользоваться преобразованием Абеля. 


со 
С 
1.89. Доказать, что для сходимости ряда y аб, где on — 
n=1 
со 
действительные числа, достаточно, чтобы ряд > аи сходился, a по- 
n=1 


следовательность {b,} была мотонной и ограниченной (признак 
Абеля). 
оо 
1.90. Доказать, что для сходимости ряда У` аб, достаточно вы- 


полнения следующих условий: ae n=l 
1) lim Ynbn =0; 2) pag So Vi lin — bnyil сходится; 
n> 
rc n=1i n 
3) последовательность Ta где 5 = Ук ограничена. 
т 
k=1 


OO 
1.91. Пусть lim %/le,|=q. Доказать, что ряд У в сходится 
noo АЯ 
(абсолютно), если g <1, и расходится, если 4 > 1. 


1.92. Убедиться на примерах рядов 


1 1 1 
о а в: 1<а<р), 
а- д +03 + Bit... (0<а<В<1, 
ео 
что ряд SG может сходиться и тогда, когда lim ee >1 
п—оо n 
n=1 
1.93. Доказать, что если lim entl| = 1, то для абсолютной схо- 
55 noo Cn 
г Cn4+1 
димости ряда з достаточно, чтобы Jim n( = 1) < -1 
(признак Раабе) ^^" 
а 
1.94. Доказать’ признак Гаусса: если eae = 1+ = +0(=), 
Th 


где а не зависит OT пиа < —1, то ряд сходится абсолютно. 
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со 
В задачах 1.95-1.104 исследовать сходимость рядов Stes 
n=1 
_ п дом Bath 
1.95. с, = Gar 1.96. c, = Tiny? 1.97. с, =e. 
ein eine ein 
1.98. с, = —. 1.99. cn = . 1.100. cn = —=- 
n n т? 
1.101. сы = де". 
1.102. с, = а(а + 1)...(а +п - 1)8(В+1)...(В+п-1) (гипергеомет- 


nly(y + 1)...(7+п-1) 
рический ряд), Ве («+8 —7) < 0. 


cosin nsinin 
1.103. cn = д. 


1.104. cn = “3 


1.105. Найти предельные точки множеств: 


ma —1)7—. ae « 
1) 2=1+(-1)" т (= 1,2...) 
2) 2= =. + - (т, п — произвольные целые числа); 


3) == z + if (т, п, р, а — произвольные целые числа); 
4) |z| < 1. 


1.106. Доказать, что из бесконечной ограниченной последова- 
тельности точек {2„} можно выбрать сходящуюся подпоследо- 
SX. вательность. 


м 1.107. Доказать следующие предложения: 


: 1) сходимость последовательности {Zp = Zn + iyn} эквивалентна 
% одновременной сходимости последовательностей {rn} и {Yn}; 
Q 2) для того чтобы существовал предел lim Zn 72 0, необходимо и 
п>со 
\ достаточно, чтобы существовали пределы lim |2.| #0 и (при подхо- 
n-—>0o 
дящем определении argz,) lim arg zn. Если lim 2» не является отри- 
по n->co 


цательным числом, то можно, например, считать, что —т < arg 2. CT. 


В каких случаях сходимость последовательности {2.} эквивалент- 
на сходимости только последовательности {|Zn|}? 


1.108. На основе утверждений задачи 1.107 доказать: 


в 
1) lim (1+=) =e" (созу + isiny); 


п-—со 


2) lim, [n( vz - 1) =Inr+ig 2 (k =0,1,2,...)- 


2 Л.И. Волковыский и др. > 
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$4. Функции комплексного переменного 


Комплексные функции действительного переменного 


В задачах 1.109-1.115 требуется определить линии, заданные ука- 
занными уравнениями. 
1.109. 2=1-й, O<t<2 1.110.z=t+it?, -w<t<o. 


1.111. 2=2 +14, -w<t<o. 


1.112. 2 = a(cost +7 sint), тот, а> 0. 


1.113. atts, 00 <t<0. 


1.114. l)z=t+ivl—-P, -1<t<l; 

2)z2=-t+iVI—#, -1<t<0 (берется арифметическое значение 
корня). 

1.115. 2 =а(&+1-1ей), -ю <<, а>0; 

2) z=iat+at—ibe*, O<t<2n, а>0, > 0. 


Функции комплексного переменного 


1.116. Для отображения w = 22 требуется: 

1) найти образы линий т =С, уЕС, х=у, |2| = В, argz=au 
выяснить, какие из них преобразуются взаимно однозначно; 

2) найти прообразы (на 2-плоскости) линий и = С, 0 =С (w=. 
=ut iv). 

1.117. Для отображения w = 1/2 найти: 


1} образы линий w= OC, у=С, 


|=, argz=a, |z-1]=1,; 
2) прообразы линий u=C, v= C. 


1.118. Для отображений w = 2+ _ иш==- - найти образы 
z 
окружностей |2| = В. 


1.119. Для преобразования w= z+ : найти на 2-плоскости про- 
образ прямоугольной сетки (и = С, v = С) плоскости w. 

1.120. Во что преобразуется окружность |2| = 1 при отображении 
Ш = 2/(1 - 2)? 

1.121. Для отображения w = e* найти: 


1) образы линий =С, у=С, c= y; 
2) прообразы линии р=й (0 < 6 < oo). 
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1.122. Найти преобразование прямоугольной сети (sc =C, y= С) 
плоскости 2 с помощью функции: 


lwa=24+2; 2)w=cthz; 3)w=e. 


1.123. Bo что преобразуются с помощью функции w = e% +2 
отрезки прямых х = С' и прямые у = С, лежащие в полосе 0 < y < 1? 


1.124. Что соответствует в 2-плоскости полярной сетке |ш| = В, 
2 
argw = а при преобразованиях: 1) ш=е!/; 2) ш=е?? 


Непрерывность 


1.125. Функция f(z), определенная в окрестности точки 20, на- 
зывается непрерывной по Гейне в точке Zo, если для любой последова- 
тельности {z,,}, сходящейся K 29, выполняется условие lim }(2.) = 

ис 


= } (20); эта же функция называется непрерывной по Коши, если для 
любого € > 0 существует такое 0(=) > 0, что из неравенства |2 — 20| <д 
следует, что |{(2) — 1 (20)| < =. Доказать эквивалентность обоих опре- 
делений (см., например, [1, гл. I, п. 3.6]). 


Rez 2 Re(z?) zRez 
2? del’ РР’ Tal 
Какие из них могут быть доопределены в точке 2 = 0 так, чтобы они 

стали непрерывными в этой точке? 

1.127. Будут ли функции: 

1/@-2); 2) Ма+2); 
непрерывны внутри единичного круга (|2| < 1)? Будут ли они равно- 
мерно непрерывны? 

1.128. 1) Доказать, что функция е— 1/2 равномерно непрерывна 
в круге |2| < В с выколотой точкой z = 0. 

2) Будет ли равномерно непрерывна в этой же области функ- 
ция ew }/2"? 

3) Будет ли функция е 
0< || < А, |агв2| < 7/6? 

1.129. Функция w =е`!/? определена всюду, кроме точки 2 = 0. 
Доказать, что: 

1) в полукруге 0 < |2| <1, jargz| < п/2 эта функция ограничена, 
но не непрерывна; 

2) внутри этого же полукруга функция непрерывна, но не равно- 
мерно; 

3) в секторе 0 < |2| <1, |argz| <а < 1/2 функция равномерно 
непрерывна. 

1.130. Функция f(z) равномерно непрерывна в круге |2| < 1. 
Доказать, что для любой точки ¢ на окружности |2| = 1 и любой по- 


определены для 2 72 0. 


1.126. Функции 


2 
—1/2" равномерно непрерывна в секторе 


2* 
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следовательности Zp —> С, |2.| < 1 существует предел lim f(zp). 
noo 


Доказать также, что этот предел не зависит от выбора последова- 
тельности {2„} и что функция, доопределенная на границе круга 
при помощи предельного перехода, будет непрерывна во всем замк- 
нутом круге |2| < 1. 


§ 5. Аналитические и гармонические функции 


Условия Коши-Римана 
1.131. Проверить выполнение условий Коши-Римана для функ- 
ЦИЙ 2”, e*, cosz, Lnz и доказать, что 


(27° = п, (e*)' =e*, (соз2) =—sinz, (2) = 


|= 


1.132. Найти постоянные а, 6, с, при которых функция f(z) будет 
аналитической: 

1) f(z) = 24+ ay + Ц + су); 

2) f(z) =cosz(chy + ashy) +7 sinz(chy + bshy). 


1.133. Найти области, в которых функция 
f(z) = |x? —y?| + 2é|xy| 


будет аналитической. 

1.134. f(z) =utiv = ре — аналитическая функция. Доказать, 
что если одна из функций u, v, р, 9 тождественно равна постоянной, 
то и функция f(z) постоянна. 

1.135. Пусть 2 = ге и f(z) = и(г,ф) + tv(r, $). Записать уравне- 
ния Коши-Римана в полярных координатах. 

1.136. Доказать, что если f(z) = и + iv — аналитическая функция 
HS Hn — перпендикулярные векторы, причем поворот от вектора s 
к вектору п на прямой угол совершается против часовой стрелки, то 

ди Ov Ou Ov 

95 On On Os 
(9/93 и 0/On — производные от функций двух действительных пе- 
ременных по соответствующему направлению). 
1.137. Доказать, что функция f(z) = нигде не дифференци- 
руема. 

1.138. Доказать, что функция и = #Ве2 дифференцируема толь- 
ко в точке д =0; найти w'(0). 


1.139. Доказать, что для функции f(z) = /[у| в точке z =0 
выполняются условия Коши-Римана, но производная не существует. 
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1.140. Доказать следующие утверждения: 
1) если у функции w = f(z) в точке z существует предел 
: Aw 
lim [Re al 
Az>0 А; 1’ 
то частные производные и» и Vy существуют и равны между собой; 
Аш 


т ‚ то существуют частные 
z 


2) если существует предел lim [Im 
Az30 
производные Uy и Vy, причем Uy = —1,; 


3) если заранее предположить, что функции и и у дифференци- 
руемы, то существование любого из пределов, указанных в пп. 1) 
и 2), обеспечивает существование другого и, следовательно, диффе- 
ренцируемость функции f(z). 

1.141. Функция w = f(z) обладает в точке 2 следующими свойст- 
вами: A 

1) и, о дифференцируемы; 2) существует предел lim bes 

Azo | Az 
Доказать, что либо f(z), либо f(z) дифференцируема в точке 2. 


1.142. Функция w = f(z) обладает в точке 2 следующими свойст- 
вами: 


1) функции и, о дифференцируемы; 2) существует lim arg г. 
Az30 Az 


Доказать, что f(z) дифференцируема в точке 2. 


1.143. Пусть ш = f(z) = utiv и и(х, у) и у(т,у) дифференци- 
руемы в точке 2. Доказать, что множество всевозможных предель- 
ных значений отношения Aw/Az при Az — 0 есть либо точка, 
либо окружность. 


Формальные производные по Коши 


Если в соотношении 
w= w(z) = flay) = (Е, 1) = (3) 
% 
рассматривать Zz и Z как независимые переменные, то производные 
по этим переменным будут равны 
9: 1709 91/0 .0 
az te ый 9= 5 (5: +155). 


ди 


we 
ae OE 


= Ws: UT. Д. 
az = д 


В дальнейшем приняты обозначения 


1.144. Доказать следующие соотношения: 
1) dw = w.dz+w:dz; 2) ш. = 5 (м. + vy) + i(—uy +1); 


3) ш: = 5 (их — vy) + Ци, + vz)I. 
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1.145. Доказать, что уравнения Коши-Римана эквивалентны 
уравнению ws = 0. 


1.146. Доказать, что уравнение Лапласа Au = 0 можно записать 


= 0. 


ди 
Oz OZ 

1.147. Доказать, что dw = dw, G, = 1, Wz; = We (большая чер- 
точка означает, что переход к сопряженному значению совершается 
после дифференцирования). 


1.148. Доказать, чта для функции z(w), обратной по отношению 
K w(z), 


в виде 


Wz Wz ts 
о dw + —.—_—, du. 
|w2|? — we]? jw |? — р 


dz= 


1.149. Локазать, что якобиан преобразования w(z) равен 


= O(u, v) 7 2 2 
Jw/z = A(z, y) ae | — |we| $ 
1.150. Доказать следующие равенства: 
1) т =, + wre 2, где а = argdz; 
dw . |dw 
2) max |") = fwws|+fwsl; 3) min |S] = |jw.| фз 


1.151. Доказать, что если a = argdz, a’ = argdw, то: 


1) da’ __ Fw fz =| 
4% (ux cosa + uy Sina)? + (их cosa + vy sina)? Feta ` 
max |& 
da! . da’! 1 dz| _ |+ Jue] 
2) max — = — =, где p= 
те. dw| — Де оз" 


min 


Гармонические функции 


Функция u(x, у), обладающая в некоторой области непрерывными 
частными производными до второго порядка включительно и удов- 
летворяющая уравнению Лапласа 

Pu Pu 
Au= ra 
952 ' ду? 
называется гармонической функцией. Две гармонические функции 
(т, у) и v(z,y), связанные уравнениями Коши-Римана 
ди Ov ди ду 
дх ду’ ду Ox’ 


называются сопряженными. 


= 0, 
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1.152. Доказать следующие предложения: я 
1) Линейная комбинация гармонических функций У`‘сли(т,у) 


есть функция гармоническая. = 
2) Если аргументы гармонической функции u(z,y) подвергнуть 
И а. 
т’ +’ 
ная функция будет гармонической. 

3) Если аргументы гармонической функции ч(т,у) подвергнуть 
преобразованию x = ф(&,1), у = 4(&, п), где фи ф — сопряженные 
гармонические функции, то преобразо- 
ванная функция будет гармонической. 
(Отсюда, в частности, следует предыду- 
щее утверждение.) 

4) Пусть u(z,y) и v(z,y) — сопря- 
женные гармонические функции и 
(и, v) 
(т, у) 
отличен от нуля. Тогда обратные 
функции z(u,v) и y(u,v) также будут 
гармоническими и  сопряженными. 


преобразованию инверсии т = то преобразован- 


якобиан в некоторой области 


Рис. 1 


1.153. 1) Доказать, что всякая гармоническая в односвязной об- 
ласти G функция u(z,y) имеет семейство сопряженных гармоничес- 
ких функций, отличающихся друг от друга на постоянное слагаемое 


(x,y) 


Ou Ou 
(ту) = — —dr+ —dy+C. 
(2,9) if By ot + Fy wt 
(20,50) 
2) Доказать, что если область G многосвязна и ограничена внеш- 
ним контуром Го и внутренними контурами Гу, Го, ..., Г» (каждый 


из которых может вырождаться в точку; рис. 1), то функция (т, у) 
может оказаться многозначной и общая формула для ее значений бу- 
дет иметь вид 


(2,4) 
v(z,y) = | г Fe dn + Fev + Doman С. 
(20:90) 
Интеграл берется по пути, лежащему в области G, ть — целые 
числа и ди ди 
пк = а i 


где ук — простые замкнутые контуры, каждый из которых содержит 
внутри себя одну связную часть границы (Ty) (числа ль называются 
периодами интеграла или циклическими постоянными). 


Для однозначности функции v(x, у) необходимо и достаточно, что- 
бы все числа ль были равны нулю. 
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Примечание. Контур Го может и отсутствовать, если толь- 
ко функция ч(т,у) гармонична в бесконечно удаленной точке. По 
определению это означаст, что функция 0(&, 7), полученная из функ- 
ции и(т,у} преобразованием инверсии (см. задачу 1.152, 2), будет 
гармонической в начале координат. Можно доказать, что в этом 


п 
случае Som =0. 
k=1 

1.154. Предполагая известным, что аналитическая функция бес- 
конечно дифференцируема, доказать следующие теоремы: 

1) действительная и мнимая части аналитической функции f(z) = 
= и + 4% являются сопряженными гармоническими функциями; 

2) производные (любого порядка) гармонической функции также 
являются функциями гармоническими. 

1.155. 1) Будет ли гармонической функция и 
ническая функция? 

2) Пусть u-— гармоническая функция. Для каких функций f функ- 
ция f(u) будет тоже гармонической? 


1.156. Будут ли функции |1(2)|, arg f(z), In| f(z)| гармоничес- 
кими, если f(z) — аналитическая функция? 


2, если и — гармо- 


2 2 
1.157. Преобразовать оператор Лапласа Au = a + 2 < по- 
лярной системе координат (г,ф) и найти решение уравнения Лап- 
ласа Au = 0, зависящее только OT г. 
1.158. Выписать для п = 1, 2, 3, 4 гармонические многочлены 
Pr(Z,y) и da(x,y), определяемые равенством 2” = p, + ign. Записать 
в общем виде Py и Gn в полярной системе координат. 


Пользуясь формулами задачи 1.153, в задачах 1.159-1.163 най- 
ти функции, сопряженные с данными гармоническими функциями 
в указанных областях. 

1.159. u(z,y) = а ух, ОЗ <. 

Ha 
1 

1.161. u(z,y) = 5 in (a? + y?): 

а) в области, полученной из плоскости удалением полуоси: y = 0, 
—-wo <a <0; 

6) в плоскости с выколотым началом координат: 0 < |2| < oo. 

1.162. u(a,y) = ; {In (52 + y?) ~In[(a — 1)? + y?J}: 

а) в плоскости с выколотыми точками z= Ou 2=1; 

6) в плоскости с удаленным отрезком действительной оси: у = 0, 
О< <; 

в) в плоскости с удаленным лучом: у=0, 1<z< ov. 
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1.163. u(z,y) = ; do on In [(x — ze)? + (y — ya)? I: 
k=1 


a) в плоскости с выкинутыми точками 21, 22, .... Zn (Ze =e + typ, 
2 F 25); 

6) в плоскости с удаленной простой (т. е. без самопересечений) 
ломаной линией, соединяющей данные точки. 


1.164. Существует ли аналитическая функция f(z) =и +10, для 


которой: 
2 


2 
т -у 
u= SoH, Зо-ша чу) -Р чу; aunerls? 
В задачах 1.165-1.168 найти аналитические функции f(z) = u + 
по заданной действительной или мнимой части. 


1.165. и =? — у? ae, 
и =“ —y*t+brt+y pig? 
1.166. u=e"(x cosy — у эту) + 2sinzshy + 2° — 352 + y. 
1.167. v= Boge ae 
67. v=34a4°-y Ba? +92) 


1.168. v = In (2? +92) + 2 — 2y. 


В задачах 1.169-1.176 выяснить, существуют ли гармонические 
функции указанного вида (отличные от постоянной), и в случае су- 
ществования найти их. 


1.169. и = y(z). 


1.170. и = y(az + by) (аи — действительные числа). 


1.171. и = p(4). 1.172.u=y(ry). 1.173. u=y(2? + у)). 


на 
1.174. и = e(2=*). 1.175. w= p(x + V2? + 97). 
1.176. и = (x? +y). 


В задачах 1.177-1.180 доказать существование и найти аналити- 
ческие функции f(z) по заданному модулю или аргументу. 


1.177. p= (22 + у2)е". 1.178. р=е” 6820, 
1.179. 0=2у. 1.180. 0 = р+гзшф. 


1.181. Доказать: чтобы семейство линий ф(т,у) = С, где ф — 
дважды непрерывно дифференцируемая функция, было семейством 
линий уровня некоторой гармонической функции, необходимо и до- 
статочно, чтобы отношение Ay/(grad р)? зависело только от ф. 


Указание. Предварительно установить, что искомая гармони- 
ческая функция имеет вид и = ][Ф(х,у\|. 
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В задачах 1.182-1.186 найти аналитические функции, у которых 
вдоль любой линии соответствующего семейства сохраняет постоян- 
ное значение либо действительная часть, либо мнимая часть, либо 
модуль, либо аргумент. 


1.182.c=C. 1.183.y=C. 1.184.у= Ох. 
1.185. 22 4+y?=C. 1.186. 22 + у? = Ст. 


Геометрический смысл модуля и аргумента 
производной 

1.187. Отображение совершается с помощью функций w = 22 и 
w = 23. Найти угол поворота (9) направления, выходящего из точ- 
КИ 20, и коэффициент растяжения (k) в следующих точках: 

ПТл=Б 22 =-1/45 Зл=1+ё 4 л=--3+4. 

1.188. Какая часть плоскости сжимается, а какая растягивается, 
если отображение осуществляется функцией: 

1 ш=22; Qwa2?4+22; 38)w=l/z; 

4) ш=е’; 5) ш=Ш(2-17 

1.189. Область G отображается с помощью функции f(z) кон- 
формно и взаимно однозначно на область С". Указать формулы для 
вычисления площади 5 области С’ и длины Г дуги, на которую 
отображается некоторая дуга I, принадлежащая области С. 


1.190. Найти длину Г спирали, на которую с помощью функ- 
ции е” отображается отрезок у=т, OX F< м. 

1.191. Найти площадь области, на которую с помощью функ- 
ции е? отображается прямоугольник 1<<<2, О<у<4. 

1.192. Найти область D, на которую функция e* отображает пря- 
моугольник 1 < т< 2,0 cy < 8. Вычислить площадь области В с 
помощью формулы, полученной при решении задачи 1.189, и объяс- 
нить, почему эта формула дает неправильный результат. 


‘ 


ГЛАВА II 


КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ 
С ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 


$ 1. Линейные функции 


Целые линейные функции 


2.1. Найти целую линейную функцию, отображающую треуголь- 
ник с вершинами в точках 0, 1, $ на подобный ему треугольник с 
вершинами 0, 2, 1+1. 


2.2. Найти целое линейное преобразование с неподвижной точ- 
кой 1 + 21, переводящее точку 1 в точку —. 


2.3. Для указанных преобразований найти конечную неподвиж- 
ную точку 2о (если она существует), угол поворота вокруг нее 9 и 
коэффициент растяжения А. Привести эти преобразования к канони- 
ческому виду 1 — 20 = A(z — 20): 

1ш=22+1-3; 2) ш=2+4 Зиш=2+1-% 

4) ш— ил =а(2 — 21} (@ #0); 5) ш=а-ф (а 70). 

2.4. Найти общую форму целого линейного преобразования, пере- 
водящего: 

1) верхнюю полуплоскость на себя; 

2) верхнюю полуплоскость на нижнюю полуплоскость; 

3) верхнюю полуплоскость на правую полуплоскость; 

4) правую полуплоскость на себя. 

Показать, что во всех случаях преобразование однозначно опреде- 
ляется заданием одной пары соответственных внутренних точек или 
двух пар граничных. 


2.5. Найти общую форму целого линейного преобразования, пере- 
водящего: 

1) полосу 0 <х<1 на себя; 

2) полосу —2<y<1 на себя; 

3) полосу, ограниченную прямыми у=х и у=т-1, на себя. 

Выяснить, какие пары точек могут при этих отображениях соот- 
ветствовать друг другу и в каком случае это соответствие будет 
однозначно определять отображение. 


2.6. Найти целую линейную функцию w(z), отображающую по- 
лосу, заключенную между данными прямыми, на полосу 0<и<1 
при указанной нормировке: 
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1) =а, r=ath; и(а) =0; 
h 1,. п. 
2) т=а, c=ath,; w(a+ 5) — att Imw(a+ 5 +i) <1; 
3) y=kr, y=ko +b; w(0) = 0; 
4) у= +, y= ko + bo; и) = 0. 
2.7. Найти целую линейную функцию, отображающую круг |2| < 
< на круг [ш — мо! < В так, чтобы центры кругов соответствовали 


друг другу и горизонтальный диаметр переходил в диаметр, обра- 
зующий с направлением действительной оси угол a. 


Дробно-линейные функции 


. Для функции w = 1/2 найти ‚образы следующих линий: 
т семейства окружностей x + у, = ах; 
2) семейства окружностей x? + у? = = by: 
3) пучка параллельных прямых y=at 6; 
4) пучка прямых у = ka; 
5) пучка прямых, проходящих через заданную точку 20 9 0; 
6) параболы у = 2”. 
2. 


1 
9. Выяснить, во что функция и = —— +h переводит: 
® — 20 


1) прямоугольную сетку х =С, у=С; 


2) полярную сетку |2— zo| = В, агв (2 -— 20) = а. 
2-2 


2.10. Дана функция w= 


zx 22 

1) Доказать, что прообразом семейства Jw] =A (0<A< oo) яв 
ляется семейство окружностей (окружности Аполлония). Для данно- 
го А найти радиус и положение центра соответствующей окружности 
в 2-плоскости. 

2) Найти прообразы лучей argw = 8. 

3) Построить сетку в 2-плоскости, соответствующую полярной 
сетке в и- плоскости. 

4) Найти область 2-плоскости, соответствующую полукругу [|< 
<1, Imw>0. 


В задачах 2.11-2.15 выяснить, во что преобразуются указанные 
области при заданных отображающих функциях. 
2—3 
2.11. Квадрант x >0, у>0; w= ЕЕ 
22— 
212 


2.12. Полукруг |2| < 1, Imz>0; w= 
z 


п 
2.13. Угол O<¥< т; ЕТ 
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2—1 
2-2 


2.14. Полоса O< a <1: Шш= zat, 2) ш = 

2.15. Кольцо 1< |2| < 2; w= mare 

2.16. Отобразить на вертикальную полосу 0 < Rew < 1: 
а! а 

1) полуплоскость Rez > 0 с выкинутым кругом jz — Я < 5. 

2) двуугольник, заключенный между окружностями 


dy 


_ 4 | d2| _ : 
fT ig | gs Ne ets (а: < 42}; 
3) внешность кругов |+ = a, | se = 2 Tak, чтобы 


w(d2) = 0. 
2.17. Найти дробно-линейные функции, переводящие точки —1, 1, 
1+: соответственно в точки: 1) 0, 21-8 2) 7%, о, 1. 


2.18. Найти дробно-линейные функции, переводящие точки —1, 
со, { соответственно в точки: 


i,t, 1+; д) хх 3) 0, 0, 1. 
2.19. Найти дробно-линейные функции по следующим условиям: 


1) точки 1 и г неподвижны, а точка 0 переходит в точку —1; 
1 5.3. 
2) точки = и 2 неподвижны, а точка г + д переходит в oo; 


3) точка 1 является двойной неподвижной точкой, а точка 1 пере- 
ходит в со. 


2.20. Найти дробно-линейную функцию, переводящую точки —1, 
0, 1 соответственно в точки 1, 8, —1, и выяснить, во что при этом 
отображении переходит верхняя полуплоскость. 


2.21. Найти общий вид дробно-линейного преобразования, пере- 
водящего: 

1) верхнюю полуплоскость на себя; 

2) верхнюю полуплоскость на нижнюю полуплоскость; 

3) верхнюю полуплоскость на правую полуплоскость. 


2.22. Найти отображение верхней полуплоскости на себя при ука- 
занной нормировке: 


1) ш(0) =1, w(1)=2, (2) =ю; 2) w(0) =1, w(t) = 21. 
Примечание. Об отображении верхней полуплоскости на себя 
при другой нормировке см. задачу 2.34. 


2.23. Найти функцию (2), отображающую круг |2] < В на пра- 
вую полуплоскость Rew > 0 так, что w(R) =0, w(-R) = <, 
w(0) = 1. Каков при этом отображении образ верхнего полукруга? 
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Две точки P,, Р называются симметричными относительно OK- 
ружности К с центром О и радиусом В, если они лежат на одном и 
том же луче, выходящем из О, и 


OP, - OP» = R?. 


2.24. Найти точки, симметричные с точкой 2+ 74 относительно 
окружностей: 1) |2|=1; 2)|2-Й=3. 

2.25. Найти симметричный образ относительно единичной ок- 
ружности следующих линий: 


Пы=;; Эе-Н=Ь Зу=2 
4) |= — 20| = |20] (20 = to + tyo); 


5) |2 — zo| = 20 — 1 (|zo| > 1}; 6) гиперболы =? — у? = 1; 
7) границы прямолинейного треугольника с вершинами 21, 22, 23 


(#0). 


2.26. Доказать, что для симметрии точек P, и РФ относитель- 
но К необходимо и достаточно выполнения одного из двух условий: 

1) всякая окружность Ky, проходящая через точки Ри, Рь, ортого- 
нальна к К; | 


В 
2) ре = с018% для всех точек М окружности К (т. е. К является 
2 


4 


окружностью Аполлония относительно точек P; и P>). 


zr 
верхнюю полуплоскость Ha единичный круг: 


2.27. Функция w= en at (В = а-+1, 6 > 0) отображает 


1) найти агё (т) = 6(т); 2) найти и'(8); 
3) выяснить, какая часть верхней полуплоскости при этом отобра- 
жении сжимается и какая растягивается. 


2.28. Отобразить верхнюю полуплоскость [т z > 0 на единичный 
круг fw| < 1 так, чтобы: 
1) w(t) =0, argw'(i) = =. 2) w(2i) =0, arg w’(2i) = 0; 


3) w(a+ bi) = 0, argw'(a+ bi) =6 (b> 0). 


2.29. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz> 0 на круг [м — 
—wo| < В так, чтобы точка 1 перешла в центр круга, а производная 
в этой точке была положительной. 

2.30. Отобразить круг |2| <2 на полуплоскость Rew > 0 так, 
чтобы w(0)=1, argw'(0) = 7/2. 

2.31. Отобразить круг |z — 4&| < 2 Ha полуплоскость у > ц так, 
чтобы центр круга перешел в точку —4, а точка окружности 2 — 
в начало координат. 
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2.32. Найти общий вид дробно-линейной функции w(z), отобра- 
жающей круг |2| < 1 на правую полуплоскость Rew > 0 так, чтобы 
w(z1) = 0, ш(22} = oo, где 21, 22 — заданные точки на окружности 
[2| = 1 такие, что агё21 < arg 22. 

Построить семейство линий в круге |2| < 1, соответствующих 
полярной сетке в полуплоскости Rew > 0. 


Указание. Воспользоваться общей формой дробно-линейного 
преобразования для трех пар соответственных точек и найти 

ig 

е — 21 


arg ae x 
2.33. Найти центр wo и радиус А окружности, на которую функ- 
2 


z . 
ция w= отображает действительную ось (Im 22 # 0). 


2.34. Найти функцию, отображающую верхнюю полуплоскость 
на себя так, что ш(а) =, агви’(а) =а (Ima>0, Imb>0). 
Указание. Отобразить предварительно оба экземпляра полу- 
плоскости на единичный круг с соответствующей нормировкой. 
2.35. Отобразить верхнюю полуплоскость на нижнюю так, что- 
! п 
бы ш(а) =а и argw'(a) = = (Ima > 0). 
; -а НИ 
2.36. Для функции ш = к (|а| <1), отображающей еди- 
— az 
ничный круг на себя: 
1) найти аге ш(е*Р) = 0(ф); 2) найти и’ (0) и w'(a); 
3) выяснить, какая часть единичного круга при этом отображении 
сжимается и какая растягивается; 


dw . | dw 
i a = <a. 
4) найти max | ae | и min | | для |2|<1 


2.37. Отобразить круг |2|<1 на круг |w| < 1 так, чтобы: 
es (1\ _ 9. (5)= (5) ==; 

1) (5) =0, argw (5) =0; 2)ш 5 =0, argw ро 

3) w(0) =0, argw'(0) = —5; 

2.38. Отобразить круг |2|< Ry на круг |ш| < Re так, чтобы 
и (а) =b, argw'(a) =а (lal < Ri, |b] < Re). 

2.39. Отобразить круг |2|< 1 на круг [w—1] <1 так, чтобы 
1 (0) = 1/2 и w(l)=0. 

2.40. Отобразить круг |2-—2|<1 на круг ш-—2 < 2 так, что- 
бы w(2) =ги argw'(2) = 0. 

2.41. Найти общий вид дробно-линейной функции w(z), отобра- 
жающей круг |2| < В на себя при следующих условиях: 


1) w(a) =0 (< Е); 2) щ(а) =6 (щ<В, Ш < В}; 
3) «(ЕВ) = +R. 


4) w(a) =a, argw'(a) = а. 
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2.42. Отобразить круг |2] < 1 на себя так, чтобы заданные точ- 
КИ 21, 22 внутри круга перешли в точки ta (0<а< 1); найти а. 


Указание. Воспользоваться результатом задачи 2.41, 2) и тож- 
деством задачи 1.10. 


2.43. Отобразить круг |2| < 1 на себя так, чтобы отрезок дейст- 
вительной оси у =0, O< т<а (а < 1) перешел в отрезок действи- 
тельной оси, симметричный относительно начала координат. Найти 
длину преобразованного отрезка. 


2.44. Доказать, что при отображении круга на круг линейное пре- 
образование однозначно определяется заданием образов одной внут- 
ренней и одной граничной точек. 


2.45. Единичный круг отображается на себя так, что точка 20 #0 
переходит в центр круга. Доказать, что при этом единичная полу- 
окружность отображается на полуокружность тогда и только тогда, 
когда ее концы лежат на диаметре, проходящем через точку 20. 


2.46. Построить отображение единичного круга на себя, при ко- 
тором прообраз центра находится на действительной оси, а дуга 0 < 
<< 1/2 единичной окружности отображается в следующие дуги: 


п 


= 7 $9 < 


| (nm 
2 в 


No<6< С 


2) 0<9< 3; 3) 


$ 2. Дополнительные вопросы теории линейных 
преобразований 


Канонические формы линейных преобразований 


Дробно-линейное преобразование с одной неподвижной точкой 25 
называется параболическим. Параболическое преобразование можно 
записать в канонической форме 

1 1 


w — 20 &— 20 


если 29 72 OO, или 
wazt+h, 
если 20 = со. 
Дробно-линейное преобразование с двумя различными неподвиж- 

ными точками 21 и 22 в канонической форме имеет вид 

Ww 2 Е- 2 

W— 22 = k 2 — 22 7 
если 21 # co, 22 # со, или ш- 21 = k(z—2)), если 22 = со; преоб- 
разование с двумя различными неподвижными точками называется 
гиперболическим, если k > 0, эллиптическим, если К = va £0, 
и локсодромическим, если k = ае®, причем а Тиса 270 (ana — 
действительные числа, а > 0). 
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2.47. Доказать следующие утверждения: 


1) общее дробно-линейное преобразование w = т можно 
привести к виду w= eer где a В = 1; 
yz+6’ y 6 ; 

2) если a@+6 — действительное число, то преобразование яв- 


ляется эллиптическим, когда |а+6| < 2, гиперболическим, когда 
ja+6| > 2, и параболическим, когда |&-+4|=2; 
3) если Ши (а +9) #0, то преобразование локсодромическое. 


2.48. Доказать, что если линейное преобразование имеет две не- 
подвижные точки, то произведение производных в этих точках равно 
единице. 

2.49. Найти окружности, которые при параболическом преобра- 
зовании ЕО. + п переходят сами в себя. 

W— 20 z— 2 

2.50. Найти общий вид параболического преобразования круга 
|2| < В на себя, если точка В является неподвижной. 

2.51. Доказать следующие свойства гиперболического преобразо- 
вания: 

1) любая окружность, проходящая через две неподвижные точки, 
переходит сама в себя, причем направление обхода сохраняется; 

2) любая окружность, ортогональная к окружностям, проходящим 
через неподвижные точки, переходит в окружность, обладающую тем 
же свойством. (Это свойство непосредственно следует из свойства 1).) 


Указание. Предварительно рассмотреть случай, когда непод- 
вижные точки 0 и с. 

2.52. Доказать, что при эллиптическом преобразовании: 

1) любая окружность, ортогональная к окружностям, проходящим 
через две неподвижные точки, переходит сама в себя с сохранением 
направления обхода; 

2) дуга окружности, соединяющая неподвижные точки, переходит 
в дугу окружности, соединяющую неподвижные точки и образую- 
щую угол а с первой дугой (а = argk). 

2.53. 1) Доказать, что при локсодромическом преобразовании со- 
храняются свойства 2) гиперболического (см. задачу 2.51) и эллип- 
тического (см. задачу 2.52) преобразований. 

2) Доказать, что при локсодромическом преобразовании не су- 
ществует неподвижных окружностей, если только а # т (а = argk). 
Доказать, что если а = 7, то окружности, проходящие через непод- 
вижные точки, переходят сами в себя с изменением направления 
обхода. 

2.54. Доказать, что при локсодромическом преобразовании w = 
= ае 2; логарифмические спирали г = Ae(ln4/a)¥ (А > 0) переходят 
сами в себя. 
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2.55. Доказать, что линейное преобразование w = eid 2 2 (a= = 


1~az 
= |ale**, |a| < 1), переводящее единичный круг на себя, может быть 
только либо эллиптическим, либо параболическим, либо гиперболи- 
ческим. Выяснить, при каких значениях а имеет место каждый из 
указанных случаев. Найти неподвижные точки преобразования и при- 
вести его к каноническому виду. 


Некоторые приближенные формулы 
при линейных преобразованиях 


2.56. Верхняя полуплоскость отображается на единичный круг 
так, что точка z = hi (h > 0) переходит в центр круга. Найти длину Г 
образа отрезка [0, а] действительной оси (а > 0) и получить линейные 
приближенные формулы для Г при малом a/h и при малом h/a. 

2.57. Единичный круг отображается на себя так, что прообраз 
центра круга — точка хо — находится на действительной оси. Найти 
длину Г образа дуги 0 <ф < единичной окружности (7 < т). 
Как изменяется величина ГИУ в зависимости от знака хо? 


2.58. В условиях задачи 2.57 получить формулы: 


On a те в при малом 7; т 
2) Г=л 5987 _ = с? 7+ (Е ) при малом в, где = 
= bs rq. 


2.59. Единичный круг отображается на себя так, что точка Z = 
= roe’? переходит в центр. Точки 21 =e?! и zg = е*?? лежат по одну 
сторону от диаметра, проходящего через 20 (Yo < Yi < Y2 < Yo + т). 
Считая, что точка го расположена близко к единичной окружности, 
доказать, что для длины Г образа дуги фт < Y < Yo единичной 
окружности справедлива формула 


где Е = 1-го. 


Отображения простейших двусвязных областей 


2.60. Доказать, что если линейное отображение круга |2| < 1 на 
себя не сводится к повороту, то никакое концентрическое кольцо с 
центром в начале координат не переходит в концентрическое. 

Примечание. Это предложение есть частный случай следую- 
щей теоремы. 


$2. Дополнительные вопросы теории линейныг преобразований 35 


Для того чтобы существовало конформное отображение кольца 
г: < |2| < га на кольцо Ry < || < Re, необходимо и достаточно 
выполнения условия А2/В1 = т2/т1. При этом отображающая функ- 
ция может быть только двух видов: w=az или и =а/2. Отображе- 
ние однозначно определяется заданием одной пары соответствующих 
друг другу граничных точек (см., например, [3, гл. IL, §3]). 


2.61. 1) Отобразить кольцо 2 < |2| <5 на кольцо 4 < |ш| < 10 
так, чтобы w(5) = —4. 

2) Отобразить кольцо 1< |2 — 21| <2 на кольцо 2< ш-—3+2<4 
так, чтобы (0) = -—1- 27. 


Имеет место следующая теорема. 

Каждая двусвязная область, границы которой не вырождаются 
в точки, может быть конформно отображена на концентрическое 
кольцо с вполне определенным отношением м радиусов внешней 
и внутренней окружностей (и — модуль двусвязной области). 


2.63. Полуплоскость Rez > 0 с выкинутым кругом |2 - 1] < В 
(h > А) отобразить на кольцо р < |w| < Е так, чтобы мнимая ось 
перешла в окружность |ш| = 1. Найти р. 


Указание. Построить окружность с центром в начале коорди- 
нат и ортогональную к окружности |2 — hl = В; затем найти линей- 
ное преобразование, переводящее действительную ось и построенную 
окружность в две пересекающиеся (ортогонально) прямые, и убедить- 
ся, что при этом рассматриваемая область отобразится в концентри- 
ческое кольцо. Доказать, что центр этого кольца совпадает с началом 
координат, если точки пересечения построенной окружности и дей- 
ствительной оси переводятся в би oo. 

2.64. Полуплоскость Rez > 0 с выкинутым кругом |z— hj < 1, 
h > 1, отобразить на кольцо 1 < |w| < 2. Найти h. 

2.65. Эксцентрическое кольцо, ограниченное окружностями |2 — 
—3| =9, |2 - 8| = 16, отобразить на кольцо р < ш| <1. Найти р. 


2.66. Двусвязную область, ограниченную окружностями |2-— 
— 21| = т, |= — =2| =P (|z2 = 21| >: +т2 или [22 = 21| < Ira —ryif), 
отобразить на концентрическое круговое кольцо с центром в нача- 
ле координат. Найти модуль (р} области. 


Указание. Найти пару точек, взаимно симметричных относи- 
тельно обеих окружностей, и отобразить одну из них в 0, а другую 
в OO. 

Примечание. Нетрудно убедиться, что метод решения, реко- 
мендованный в указаниях к задачам 2.63 и 2.66, один и тот же. 

2.67. Пользуясь решением предыдущей задачи, найти модули 
двусвязных областей, ограниченных данными окружностями: 

1) #-Й=2, #+й=5; 2) |z-—3i]=1, |z — 4] = 2. 


3° 


nny | 
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Групповые свойства дробно-линейных 
преобразований 


Преобразование T(z) = T2[T;(z)] называется произведением пре- 
образований T, и T2 и записывается в виде T = TT, (порядок записи 
важен, так как, вообще говоря, 72711 4 7172). Множество G преобра- 
зований Т образует группу, если оно содержит произведение всяких 
двух принадлежащих ему преобразований и вместе с преобразовани- 
ем Т содержит обратное ему преобразование 7 ?. Группа, состоящая 
из степеней T” и Т`" одного преобразования Т, называется цикличес- 
кой. Если группа G образована из преобразований Ту, To, ..., Ty, путем 
построения всех обратных преобразований и всевозможных произве- 
дений данных и обратных им преобразований, то эти преобразования 
называются порождающими группу G. Точки, получаемые из фикси- 
рованной точки 2 с помощью всех преобразований группы G, называ- 
ются эквивалентными или конгруэнтными относительно группы С. 

Фундаментальной областью группы G называется область (связ- 
ная или несвязная), которая не содержит ни одной пары точек, экви- 
валентных друг другу относительно данной группы, и в окрестнос- 
ти каждой граничной точки которой имеются точки, эквивалентные 
точкам области. 


2.67. Пусть T; — линейные преобразования: 


ь _ az +b; | & 5; А 
Ti(z) — 6:2 +d;° Ai = с; d; # 0 (i = 1,2, sta) 
Доказать следующие утверждения: 
1) T = Г!Т> — линейное преобразование с определителем А = 


= А: А2; 
2) произведение преобразований ассоциативно, т. е. 


(T3T2)Ti = T3(T2T1); 
3) каждое преобразование T; имеет обратное ты т. е. 
а = тт =, 
где J(z)=z— тождественное преобразование; 


4) произведение преобразований, вообще говоря, некоммутативно 
(привести примеры). 


2.68. Доказать, что преобразования 
1 —1 
T=2,Th=+,T=1-2,%= T= * ‚ Тв = - 
образуют группу (группа ангармонических отношений). 


z 1-2 2 2-1 
2.69. Доказать, что множество линейных преобразований, заклю- 
чающихся в повороте плоскости вокруг начала координат на углы, 
кратные а, образует циклическую группу. В каком случае эта груп- 
па будет состоять из конечного числа преобразований? 


PRED 
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2.70. 1) Доказать, что множество преобразований вида ow = 
_ а2-+ь 
~ ez+d? 
образует группу (эта группа называется модулярной). 


где а, 5, си 4 — целые действительные числа и ad — be = 1, 


2) Доказать, что если а, В, си 4 считать целыми комплексными 
числами (т. е. числами вида т + ти, где ти п — целые действи- 
тельные числа), удовлетворяющими условию ad — bc = 1, то множес- 
тво преобразований из п. 1) также образует группу (группа Пикара). 


2.71. Найти фундаментальные области для групп, порождаемых 
преобразованиями: 


1) T(z) = е?" п; (п — натуральное число); 

2) Ti(z) = ez, T(z) ==; 3) Tie) =ач+и 

4) Т! (2) = ды, To(z) = —2; 

5) Ti(z) =z +44, To(z)=z4+ we (Im a # 0) (двоякопериодическая 
группа); 

6) Ti(z) =z4+0 1, 12(2) = +2, 13(2) = -2; 

7) Ть (2) = аш, Т2(2) = iz; 

8) Ty(z) =z+w, Te(z) = е?" ИЗ»; 

9) T(z) = z+, To(z) = е?" 6». 


2.72. Найти группы линейных преобразований, соответствующих 
при стереографической проекции вращению сферы: 

1) вокруг вертикального диаметра; 

2) вокруг диаметра, параллельного действительной оси; 

3) вокруг диаметра, параллельного мнимой оси; 

4) вокруг диаметра, стереографическая проекция одного из кон- 
цов которого есть точка а. 


Указание. Если 21, 22 — образы диаметрально противополож- 
ных точек на сфере, то 2122 = —1 (см. задачу 1.49). 


2.73. 1) Доказать, что группа линейных преобразований, соот- 
ветствующих вращению сферы и переводящих точки со стереографи- 
ческими проекциями а и 6 друг в друга, определяется соотношением 

w-b _ pie 2—4 
1+ bw 1+ az" 
dz 
2) Доказать, что дифференциал ds = п инвариантен отно- 
z 
сительно преобразований этой группы и представляет сферическую 
длину элемента дуги 42 (т. е. длину образа этого элемента на сфере). 
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Линейные преобразования и геометрия 
Лобачевского 


При интерпретации геометрии Лобачевского в единичном кру- 
ге |2| <1 роль прямых играют лежащие в этом круге дуги окруж- 
ностей, ортогональных к единичной окружности; роль движения — 
линейные преобразования единичного круга на самого себя, роль рас- 


стояния между точками 21 и 22 — величина р(21,22) = - In (a, В, 22,21) 


rae au В — точки пересечения “прямой”, проходящей через точки 21 
И 22, с единичной окружностью (порядок точек таков: с, 21, 22, В), а 
(a, В, 22, 21) — ангармоническое отношение указанных точек. Углы 
измеряются так же, как в евклидовой геометрии (см., например, [2, 
гл. I, $4]. 


2.74. Доказать, что р(21,22) > 0, если zy #2 и р(2,2) =0. 

2.75. Локазать, что p(z1,23) < р(21,22) + р(22,2з), причем знак 
равенства надо брать тогда и только тогда, когда точка 23 лежит Ha 
“отрезке”, соединяющем точки д; И 22. 

2.76. Доказать, что если одна из точек 21 и 22 стремится к точ- 
ке единичной окружности (или обе они — к различным точкам еди- 
ничной окружности), то неевклидова длина 1(21,22) стремится к 
бесконечности (т. е. точки единичной окружности соответствуют 
бесконечно удаленным точкам неевклидовой плоскости). 

[42] 
1- |212 
риантен относительно группы линейных преобразований, перево- 
дящих круг |2|<1 на себя, и представляет неевклидову длину эле- 
мента дуги dz. 


Указание. Написать общую форму преобразования круга |2| < 1 
на себя, переводящего точку а в точку 6 (|а| < 1, |b] < 1). 

2.78. Указать способы построения следующих линий: 

1) пучка “прямых”, проходящих через точку Zp; 

2) “прямой”, проходящей через точки 21 и 22; 

3) эквидистанты “прямой” (геометрического места точек, “равно- 
удаленных” от данной “прямой”); 

4) предельных линий (линий, ортогональных к пучку “параллель- 
ных прямых”). 

2.79. 1) Доказать, что для “прямолинейного” треугольника с 
углами 1, фа, фз имеет место неравенство 


фл + Yo + фз < 1. 


2.77. Доказать, что дифференциал ds = (jz] <1) инва- 


2) Доказать, что “прямолинейный” треугольник с точностью до 
“движения” определяется своими углами $1, $2, фз. Построить 
“прямолинейный” треугольник по его углам. 


$3. Рациональные и алгебраические функции 39 


$ 3. Рациональные и алгебраические функции 


Общее отображение круга или полуплоскости на односвязную об- 
ласть и-плоскости имеет вид w = yll(z)], где y(z) — частное отоб- 
ражение, a { — произвольное дробно-линейное отображение круга или 
полуплоскости на себя (обратное отображение имеет вид z = Иф(и)|). 
Это замечание необходимо иметь в виду при нахождении нормиро- 
ванного отображения, т. е. отображения, удовлетворяющего опреде- 
ленным дополнительным условиям. Если условия нормировки не да- 
ны, то в ответе обычно указывается одна из отображающих функций. 

При фактическом построении конформных отображений важную 
роль играют некоторые общие принципы (см., например, [1, гл. IX, 
п. 5 ura. Х, п. 7] или [3, гл. I, $1и $3]. 


Принцип симметрии Римана-—Шварца 


Пусть граница области Dy содержит дугу окружности С' (в част- 
ности, прямолинейный отрезок), и пусть функция w = } (2) реализу- 
ет конформное отображение этой области на область Df такое, что 
дуга С’ переходит опять в дугу окружности или прямолинейный от- 
резок С*. Тогда функция (2), принимающая в точках, симметрич- 
ных относительно С’, значения, симметричные значениям }; (2) отно- 
сительно С*1), будет аналитической в области D2, симметричной с 
областью ДР, относительно С'и будет отображать ее на область D5, 
симметричную с О* относительно С*. 


Функция fle) го. 
w= 4 Л(2) = р (2) на С, 
fo(z) B Dy 


реализует конформное отображение области D, + C+ О. на область 
2*+С*+0*?). 


Принцип соответствия границ 


Нусть D u D* — односвязные области с границами С и С*, причем 
область D* расположена целиком в конечной части плоскости. Если 
функция w = f(z) аналитична в О, ненрерывна в D и осуществляет 
взаимно однозначное отображение C на С* с сохранением направле- 
ния обхода, то она осуществляет взаимно однозначное и конформное 
отображение области D на D*. 

При решении задач этого и следующего параграфов в случаях, ког- 
да отображение осуществляется ветвью многозначной функции, ре- 
комендуется проследить за соответствием точек на границах отоб- 


1) Если С и С* — отрезки действительных осей (к этому всегда можно прий- 


ти, совершив дополнительные дробно-линейные преобразования), то f2(z) = fi(Z). 
2) Отображение будет взаимно однозначным, если области ДР: и Do, а также 
Ох и Df не пересекаются. 


ry 
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ражаемой области и ее образа (это относится в особенности к зада- 
чам на отображение областей с разрезами). 


2.80. При помощи функции w = 22 и ей обратной найти конформ- 
ное отображение следующих областей: 

1) внутренности правой ветви равнобочной гиперболы 12 — y? =a 
на верхнюю полуплоскость; 

2) внешности параболы 92 = 2рх, р > 0 (т. е. области, ограниченной 
этой параболой и не содержащей ее фокуса) на верхнюю полуплос- 
КОСТЬ. 

Примечание. Об отображении областей, ограниченных кривы- 
ми второго порядка, см. также задачи 2.110, 2.111, 2.136-2.140, 2.175. 


2.81. При помощи функций, указанных в предыдущей задаче, 
отобразить: 

1) рН окружности г = = acosy (a > 0) на внутренность 
кардиоиды р = 5 1 (1 + с038); 

2) внутренность той же окружности на внутренность правой вет- 
ви лемнискаты р = ¥ cos 28; 


3) круг |2| < 1 на внутренность кардиоиды р = А(1 + с0з8), А > 0, 
так, чтобы w(0) = A/8, и’(0) > 0. 

2.82. Найти область, на которую отображается круг |2| < 1 при 
помощи функции ш = В(2 + т2?), В>0, 0%т < 1/2. Найти обра- 
зы полярной сетки 2-плоскости. 

2.83. Найти область, на которую полукруг |2| < 1, Rez > 0, 
отображается при помощи функции w= 2+2 


2.84. 1) Найти область, на Rony Kpyr lz] < 1 отображается при 
помощи функции w= в(.+* + — =), В>0, п — целое число, n> 1. 

2) Найти область, на ори отображается внешность единично- 
го круга |2| > 1 при помощи функции w = R(z+ ==), R>0,n— 
целое число, п > 1. 

Примечание. Об отображениях, совершаемых функцией 

w= R(z + =) 
z 

(функция Жуковского), см. задачу 2.106 и дальнейшие. 


2.85. 1) Выяснить, для каких значений т функция w= R(z + 
+ т2"), где п — натуральное число, осуществляет конформное отоб- 
ражение круга |z| < 1 на некоторую область, и найти эту область. 
2) Выяснить эти же вопросы для отображения внешности круга 


т 
|z] < 1 при помощи функции w = R(z + =) и внутренности того же 


круга при помощи функции w = в(; + m2”). 


sngseieetties alee 
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Отображения круговых луночек и областей 
с разрезами 


2.86. 1) Отобразить угол 0 < argz < па (0 <а < 2) на верхнюю 
полуплоскость. 

2) Отобразить угол —^ < argz < = на верхнюю полуплоскость 
так, чтобы (1-1) =2, wii) =-1 (0) =0. 

2.87. Найти функцию w(z), отображающую полукруг |2| < 1, 
Im z > 0, на верхнюю полуплоскость при условиях: 


1) w(-1) =0, w(0) =Ъ (И = 00; 
2) w(4tl1) = £1, w(0) = 00; 


а OCP neue 
2) w(5) pee ca (5) 2° 

2.88. Найти функцию w(z), отображающую полукруг |z| < 1, 
Imz> 0, на круг |w| < 1 при условиях: 


1) w(41) = +1, w(0) =-& 2) w() = 0, argu’ (>) = >. 


2.89. Найти функцию w(z), отображающую область |2|> 1, Па2> 
> 0, на верхнюю полуплоскость. 


2.90. Отобразить на верхнюю полуплоскость: 
1) сектор |2|< А, O<argz<nra (0<а<?); 


2) область [2|> В, O<argz<na (O<a< 2). 

2.91. Отобразить на верхнюю полуплоскость следующие круго- 
вые луночки (двуугольники): 

1) jzf< 1, jz~itf}<1; 2) Jef <1, Jz-d>1; 

Эа Jze-i] <1; 4 |z[>1, Jz-4 > 1; 

5) |z} > 2, Jz -— V2] < v2. 

2.92. Отобразить на верхнюю полуплоскость внешность единич- 
ного верхнего полукруга. 

В задачах 2.93-2.105 отобразить указанные области на верхнюю 
полуплоскость. 

2.93. Плоскость с разрезом но отрезку [-1, 1]. 

2.94. Плоскость с разрезом по отрезку [—i, 1. 

2.95. Плоскость с разрезом по отрезку [21, 22]. 

2.96. Плоскость с разрезами по лучам (—со, —R}, [В, 00) (Е > 0). 


2.97. Плоскость с разрезом по расположенному в первом квадран- 
те лучу, выходящему из точки $ параллельно прямой у = х. 
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2.98. Плоскость с разрезом по дуге окружности, соединяющей 
точки —1 и 1 и проходящей через точку ih, ге 0 <й< 1. 


2.99. Полуплоскость Im 2 > 0 с разрезом по отрезку [0,11], A > 0. 


2.100. Полуплоскость Imz> 0 с разрезом от th до со вдоль по- 
ложительной мнимой полуоси (h > 0). 


2.101. Полуплоскость Imz > 0 с разрезом по дуге окружности 
[53| =1 от точки 2 =1 до точки 2 = е®, где 0<а< т. 


2.102. Угол 0 < argz < пр, где 0 < 8 < 2, с разрезом по дуге 
окружности |2|=1 от точки 2 = 1 до точки 2 =е®, где O<a< В. 


2.103. Внешность единичного верхнего полукруга с разрезом по 
отрезку [0,—7] (внешность “лопатки”). 

Указание. Линейным преобразованием сводится к предыдущей 
задаче. 


2.104. 1) Круг |z| < 1 с разрезом по радиусу [0,1]; 
2) внешность единичного крута с разрезом по лучу [1, oo). 
2.105. Найти отображение круга |2| <1 на и-плоскость с раз- 


резом по лучу (- oo, — Z| при условии, что w(0) =0, w'(0) > 6. 


Функция Жуковского 


2.106, Найти преобразование полярной сетки |2|= В, argz =a 
с помощью функции Жуковского w= ; z+ ). 

2.107. Найти области, на которые функция Жуковского отобра- 
жает: 

1) круг || < R<1; 2) область |z| > R> 1, 

3) круг jz} <1; 4) область |z| > 1; 

5) полуплоскость Imz>0; 6) полуплоскость Imz < 0; 

7) полукруг {z|<1, Imz>0; 8) полукруг |2| < 1, Imz < 0; 

9) область |2| > 1, Imz > 0; 

10) область 1 < {|< R, Imz > 0; 

11} область В < |2] <1, Imz > 0; 

12) область г <|2|< В, Imz>0, Rez >0; 


13) угол 1 -а ава <Z +a (0<а< 5). 


2.108. Найти преобразование полярной сетки с помощью функ- 
UMA: 
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2.109. Пользуясь функцией Жуковского, отобразить: 
1) внешность отрезка {[—c, с] (с > 0) на внешность единичного круга 
при условии, что woo) = oo, argw’(co) = а; 
и 
2) внешность эллипса -; + = =1 на внешность единичного кру- 
га так, чтобы (со) = со, агвш’ (со) = 0. 
2.110. Отобразить верхнюю полуплоскость с выкинутым полу- 


2 2 
эллипсом a + 7 <i,y> 0, на верхнюю полуплоскость. 
2.111. Отобразить двусвязную область, ограниченную софокус- 
2 2 2 2 
т у т у 
ными эллипсами —~ +25 =1 ——— + —*—- = 1 (a > 5), на кон- 
a Be Pa Ie ( ) 


центрическое круговое кольцо с центром в начале координат и найти 
модуль (см. с. 37) данной двусвязной области. 


2.112. Найти область, на которую функция Жуковского отобра- 
жает круг |2| <1 с разрезом по отрезку [а, И (-1<а<1). Рассмот- 
реть случаи a>O иа<0. 


В задачах 2.113-2.117 отобразить указанные области на верхнюю 
полуплоскость. 

2.113. Круг |2| < 1с разрезом по отрезку [1/2,1]. 

2.114. Круг |2| < Тс разрезами по радиусу [-1,0] и отрезку (a, 1] 
(0 <а<1. 

2.115. Внешность единичного круга с разрезами по отрезку 
[-а,-Пи лучу [1, 09), где а> 1. 

2.116. Верхнюю половину круга |2] < } с разрезом по отрезку 
(0,ai] (0<а<\. 

2.117. Верхнюю половину круга |2| < 1 с разрезом по отрезку 
lai,i] 0<а<\). 

2.118. Отобразить круг |2|< 1 с выкинутым отрезком [(1- 
—h)e™, e*] на единичный круг плоскости w. 


2.119. Круг |2|<1 с разрезом по отрезку [а, 1], 0 < a < 1, отоб- 
разить на круг |w] < 1 так, чтобы w(0) = 0, и” (0) > 0. Найти w'(0) и 
длину дуги, соответствующей разрезу. При каком значении а разрез 
перейдет в полуокружность? 

Указание. Целесообразно сначала отобразить как заданную об- 
ласть, так и круг || < 1 на внешность отрезка. 


2.120. Круг |2| <1 с разрезами по отрезкам [а,1), [~1,—b] (0< 
<a<1,0<6<1) отобразить на круг || <1 так, чтобы (0) = 0, 
1" (0) > 0. Определить ш' (0) и длины дуг, соответствующих разрезам, 

2.121. Представив функцию Жуковского в виде 


wl = (2-1) 
~Aztis’ 
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найти: 

1) образ окружности С, проходящей через точки z= 1 под yr- 
лом а (-п<а< т) к действительной оси в точке 1, и область, на 
которую отображается внешность такой окружности; 

2) образ окружности С”, проходящей через точку 2 =1Т под уг- 
лом а к действительной оси и содержащей внутри точку —1, а также 
область, на которую отображается внешность такой окружности. 


2.122. 1) Найти образы окружностей и областей 2-плоскости, о 
которых идет речь в задаче 2.121, если отображающая функция (2) 
задана уравнением 


ы 24238 
wo (2) (0<5<2,w>0 при z>1). 


2) Каков при этом отображении образ внутренности окружнос- 
ти С? 
2.123. Отобразить внешность единичного круга |2| > 1 на 


—1 
и-плоскость с разрезом по дуге arg =0 (0 < [|G] < м). так, 


чтобы woo) = oo, argw'(co) = а. 


В задачах 2.124-2.127 найти области, получаемые при отображе- 
нии заданных областей указанными функциями. 


z 
2.124. Круг |2|< 1; w= ee 
2.125. Полукруг |2|<1, Imz>0; w= a5. 
п 1 
2.126. Угол 0 < argz < = 5 (=" +=). 


я 


2.127. Сектор Е. <argz<_—, lzlj< 1, w= (w(z) > 0 


z 
(1 27)2/n 
при z> 0). 
Указание. Представить отображающую функцию в виде 


w=F{flp(z)]}, где p(t) =, fO= пы F(t) = V4. 


Применение принципа симметрии 


2.128. 1} Пользуясь решением задачи 2.127 и принципом ИИ 


ии, найти образ единичного круга при отображении ш = ——— 
р р д ру р р G+ ale 


2) Найти функцию, отображающую внутренность (и внешность) 
единичного круга на внешность “звездь?: 


jw] <1 аш = т/п о (Е =0,1,2,...п- 1). 


oe 


pitas 
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2.129. Отобразить на внешность единичного круга: 

1) всю плоскость с разрезами по отрезкам [-1, и [—7,7] (внеш- 
ность креста); 

2) всю плоскость с разрезами по лучам (—oo, ~1], [1, +00), 
(-ioo, —i] и в Н°). 

2.130. 1)* Пользуясь функцией из задачи 2.126, отобразить сек- 
тор |2|< 1, O<argz<a/n (п — целое число) на себя так, чтобы от- 
резки радиусов |z| <a, argz=0 и |2| <a, argz=a/n (0<а<1) 
перешли в соответствующие радиусы. 

2) Отобразить внешность единичного круга с разрезами по от- 
резкам 1 < |2| За, argz = 2ka/n (Е = 
= 0,1,2,...п —1) на внешность единич- 
ного круга. 

2.131. Отобразить на верхнюю по- 
луплоскость и на внешность единично- 
го круга внешность креста, состояще- 
го из отрезка [-а, 6] действительной 
оси и отрезка [—ci, ci] мнимой оси 
(a>0, 620, с>0, a ++ # 
# 0). 

Указание. Найти функцию, отобра- 
жающую верхнюю полуплоскость с раз- 
резом по отрезку [0, ci] на верхнюю полу- 
плоскость, и воспользоваться принципом 
симметрии, в силу которого внешность 
креста отобразится на всю плоскость с 
разрезом по отрезку действительной оси. 

2.132. Плоскость с разрезами по 
лучу [-а, +00) (а > 0) и по отрезку [-ci, ci] (с > 0) отобразить на 
верхнюю полуплоскость. 

Указание. См. указание к задаче 2.131. 


2.133. Отобразить на внешность единичного круга плоскость с 


разрезами по отрицательной части мнимой оси и по нижней половине 
единичной окружности. 


Указание. Линейным преобразованием 
сводится к задаче 2.129, 1). 

2.134. Плоскость с разрезами по отрезку 
[—ai, 0] (< > 1) и по нижней половине единич- =e b 
ной окружности (рис. 2) отобразить Ha Bepx- 
нюю полуплоскость. en ta 

Указание. Линейным преобразованием Рис. 3 
сводится к задаче 2.131. 

2.135. Отобразить на верхнюю полуплоскость плоскость с разре- 
зами по отрезку [—1, 6] (6 > —1) и по дуге окружности с концами в 
точках e+, проходящей через точку z = —1 (рис. 3). 


Рис. 2 


eia 
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2.136. Отобразить на верхнюю полуплоскость внешность единич- 

ного круга с разрезами по отрезкам: [t, bi], [-м,—], [1,а], [—a, -1] 
у (a>1, 6>1). 

i Указание. Функция Жуков- 

ского отображает рассматриваемую 

область на область задачи 2.131. 


2.137*. Отобразить на внеш- 
ность единичного круга внешность 
“звезды”, изображенной на рис. 4. 


2.138*. Отобразить на верх- 
нюю полуплоскость внутренность 


Рис. 4 


правой ветви гиперболы 


cosas sin? a 


2.139. Отобразить на верхнюю полуплоскость внешность правой 
2 2 
ро ВН 


с05? а sin’ a 
2.140. Отобразить на верхнюю полуплоскость область, заклю- 
2 2 


ветви гиперболы 


` 


Хх 
ченную между ветвями гиперболы — — = =1. 
a 2 


Простейшие многолистные отображения 


В задачах 2.141-2.142 рассматриваются отображения, приводящие 
к многолистным областям (римановым поверхностям) 3). 


2.141. Найти области, получаемые при отображении с помощью 
функции w= 27: | 

1) части кольца г; < |2| <то, O< argz<at+a (0O<agn); 

2) области |2? - Ц<а (9<а< о). 

2.142. Найти области, получаемые при отображении с помощью 


функции Жуковского w = rata + : 


1) круга |[2|<В (R>1). Указание. Целесообразно рассмот- 
реть сначала отображение круга |2! <1 и кольца 1<|2|<В (см. 
задачу 2.107); 


2—1 
2) круга | |< В (0<R< о). 
2+1 
3) Здесь приведены лишь некоторые простейшие задачи такого рода. Специ- 
ально римановым поверхностям посвящен $2 ra. УТ. 
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В задачах 2.143-2.145 построить римановы поверхности указан- 
ных функций. 


=. /2-1. = fp 
2.143. l)w= rane 2) w = V2? —1. 
2 

2.144. lbw=/z@4); 2)ш= =. 


2.145. w= V2? —1. 


$ 4. Элементарные трансцендентные функции 
Основные трансцендентные функции 


2.146. Выяснить, во что преобразуются при отображении w =е*: 

1) прямоугольная сетка х =С, y=C; 

2) прямые у = kx + 5; 

3) полоса a<y<f (OS a< P< 2); 

4) полоса между прямыми y= 2, y= a+ 27; 

5) полуполоса x <0, O< y <a м; 

6) полуполоса « > 0, OS y <aKg 2a; 

7) прямоугольник а<т<В, y<y<d 6-7 < 2r). 

2.147. Каков прообраз верхней полуплоскости при отображении 

nm 

ш = (a + =) ? Каков предельный прообраз верхней полуплоскости 
при п -— oo? 

2.148. Выяснить, во что преобразуются при отображении ш = 
= ша: 

1) полярная сетка |2|= В, argz = 0; 

2) логарифмические спирали г = Ае*® (A > 0); 

3) угол 0 < argz <а< 27; 

4) сектор |2|<1, 0<argz<a< 2a; 

5) кольцо т: < || < 2 © разрезом по отрезку [1,72]. 


Биполярными координатами точки 2 =х +- у относительно полю- 
сов а (а > 0) называются действительная и мнимая части функции 
у а+2 

ш=ёчи =Ш Е 


a-z 


2.149. 1) Доказать, что фун- 
кция и однолистно отобража- 
ет всю 2-плоскость с разреза- 
ми (—oo, —а] и [a, с) на по- 
лосу плоскости ш: —л < п < 7, 
причем верхним берегам раз- 
реза соответствует прямая 1 = 
= pi, а нижним 7 = —л (рис. 5). 


ТР i | 
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2) Установить справедли- 
вость соотношений 


Sole ash€ 
~ ch€ + cos’ 
_ _asing 
a ché + cos’ 
ay RE, ch€ — cosn 
a aa “y ch€ + cosy’ 
Puc. 6 3) Доказать, что прооб- 
разами отрезков & = &, 
—л << л служат окружности Аполлония относительно точек а: 
2 
— ас & 2+ 2 = (==) 
(т —acthy)"+y а 


(прообразом отрезка € = 0, —л < т < т служит ось ординат) (рис. 6). 

4) Доказать, что прообразами 
линий 17 = No служат дуги окруж- 
ностей, проходящих через точ- 
ки ta, 


2 
2 2_ 

a+ (y + actg т)“ = [= 
лежащие в верхней полуплоскос- 
ти при % > O WM в нижней при 
no < 0. Линии 1 = 0 соответству- 
ет отрезок [-а, а]. Дуги, соот- 
ветствующие значениям 7 = 1 
ил= 1 —7 (10 > 0), дополняют 
друг друга до полной окружнос- 
ти (рис. 7). 

5) Найти величины отрезков $ (рис. 6) и { (рис. 7). 

Примечание. Построенная таким образом координатная сетка 
в 2-плоскости называется биполярной сеткой. 


Рис. 7 


2.150. Выяснить, во что преобразуются при отображении ш = 
= COS 2: 

1) прямоугольная сетка х =С, y= C3 

2) полуполоса 0 <т<тл, у<0; 

3) полуполоса O< x < 7/2, у> 0, 

4) полуполоса —п/2 <х< 7/2, у>0; 

5) полоса O< E <7; 

6) прямоугольник O< х<л, -h<y<h(k> 0). 


2.151. Выяснить, во что преобразуются при отображении w = 
= arcsin z: 
1) верхняя полуплоскость; 


яние 
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2) плоскость с разрезами по действительной оси вдоль лучей 
(—oo, —1], [1, 00); 

3) 1-й квадрант; 

4) полуплоскость z <.0 с разрезом по действительной оси вдоль 
луча (—с0, —1]. 

2.152. Выяснить, во что преобразуются при отображении w = 
= chz: 

1) прямоугольная сетка х=С, y=C; 2) полоса O< y <7; 

3) полуполоса х>0, О<у<л. 

2.153. Выяснить, во что преобразуются при отображении w = 
= Arshz: 

1) плоскость с разрезами по мнимой оси вдоль лучей 1 <у< 00 
H—-—coo<ys-l,; 

2) первый квадрант. 

2.154. Выяснить, во что преобразуются при отображении ш = 
= tg2: 

1) прямоугольная сетка t= C, y=C; 

2) полуполоса О<х<л, у>0; 3) полоса O< rt <7; 

4) полоса 0 <х<лт/4; 5) полоса п/4 < х<пт/4. 

2.155. Выяснить, во что преобразуются при отображении ш = 
= cthz: 

1) полоса О<у<л; 2) полуполоса O< y <a, т>0. 


Отображения, приводящиеся к отображениям 
полос и полуполос 

В задачах 2.156-2.163 отобразить указанные области на верхнюю 
полуплоскость. 

2.156. Полосу, ограниченную прямыми у=х, у=з- 1. 

2.157. Полуполосу х<1, O<y<h. 

2.158. Круговую луночку, ограниченную окружностями |z| = 2, 
#21 =}. 

2.159. Область, ограниченную окружностями |z| = 2, |z — 3] = 1 
(плоскость с выкинутыми кругами). 

2.160. Область, определенную неравенствами 

lz-l1>1, |2+1>1 Imz>0 

(верхняя полуплоскость с выкинутыми полукругами). 

2.161. Область, заключенную между софокусными параболами 

у? =4(1+1), у? =8(2+2). 
Указание. См. задачу 2.80, 2). 


2.162. Найти функцию w(z), отображающую область, ограничен- 
ную окружностью |2| = Ти прямой Imz = 1 (полуплоскость Im <1 


4 Л.И. Волковыский и др. 


Mas р 
Ш | 
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с выкинутым кругом): 
1) на круг |ш|<1 снормировкой w(—3i) =0, argw'(—3i) = m1; 
—1 s i 
= on 5 
3) на верхнюю полуплоскость с нормировкой w(—3i) =1+ь 
arg w'(—3i) = я. 


2) на круг |w| < 1с нормировкой w(—3i) = ‚ arg w' (—3i) = 


Применение принципа симметрии 


2.163. Отобразить на верхнюю полуплоскость: 

1) полосу О<х <1 с разрезом вдоль луча х = 1/2, Аху<о; 

2) полосу O< 2 <1 с разрезами вдоль лучей x = 1/2, hi < y<oo 
u z=1/2, -o <y<he (he < fy). 

Указание. Сначала отобразить полосу 0< 2 < 1/2 на Bepx- 
нюю полуплоскость. Отображающая функция будет, в соответствии 
с принципом симметрии, отображать заданную область на всю плос- 
кость с некоторым разрезом. 


^ 


В задачах 2.164—2.174 отобразить на верхнюю полуплоскость ука- 
занные области. 

2.164. Полосу 0 <х<1 с разрезом вдоль отрезка OS ach, y= 
=0 (h<1). 

2.165. Полосу 0 < т < Тс разрезами вдоль отрезков 0 < х < №, 
у=би 1-12 <т<1 у=0 (+В <1). 

2.166. Полуполосу О<т<т, у> 0 с разрезом вдоль отрезка х = 
=л/2, O<y <A. 

2.167. Полуполосу O< x <a, y>O с разрезом вдоль луча т = 
=1/2, hg y<oo (h> 0). 

2.168. Полуполосу 0 < т < a, y > Oc разрезами вдоль отрезка 
х=л/2, Озу< Ра и вдоль луча =л/2, ho y< co (hy > hy). 

2.169. Область, ограниченную окружностями |2 — |=1, |+ |= 
= 1, с разрезом по лучу 2 < х< о, у= 0. 

2.170. Область, ограниченную окружностями |2 — 1| = 1, |z — 2| = 
= 2, с разрезом вдоль отрезка у=0, 2<т<а (a< 4). 

2.171. Область, ограниченную окружностями |2 — 1] = 1, |z —2| = 
= 2, с разрезами вдоль отрезков у=0, 2 < ххаи у=0, 5 <т<4 
(a < b). 

2.172. Область, ограниченную мнимой осью и окружностью |z ~ 
—1| = |, с разрезами вдоль отрезка у=0, 2 < 5 <a и вдоль луча 
у=0, < т<о (аз. 

2.173. Область, ограниченную окружностями |2 — |=1, [#+1|= 
= 1, с разрезом по отрезку х=0, -а<у<В (a20, B20). 

2.174. Область [2—1 > 1, [2+1] > 1, Imz > 0 (верхняя полу- 
плоскость с выкинутыми полукругами) с разрезом по отрезку z = 0, 
О<у< А. 
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2.175. Отобразить внутренность параболы у? = 402 (x + a?) на 
верхнюю полуплоскость и на единичный круг. 

Указание. Провести разрез по оси симметрии параболы, отоб- 
разить верхнюю половину параболы (с помощью функции \/2) на 


Рис. 8 


полуполосу, а затем на полуплоскость и воспользоваться принципом 
симметрии. 

2.176*. Отобразить верхнюю полуплоскость с разрезами по от- 
резкам OS ya, w=nf2+kn (k = 0, 1, 42, +...) на верхнюю 
полуплоскость (рис. 8). 


2.177. Плоскость с параллельными разрезами —а < х<а, y= 
=л/2 + кл (Ё = 0, +1, =2,...) отобразить на плоскость с разрезами по 
отрезкам действительной оси [Кл — 6, ka + b] (К =0, =1, +2, ....0<6< 
< 1/2). 

Указание. Провести дополнительный разрез по мнимой оси, од- 
ну из образовавшихся областей отобразить на верхнюю полуплос- 
кость и воспользоваться принципом симметрии. 


2.178. —> плоскость с разрезами по лучам (—0co,—7/2], 


\\ 
—— 
\ 


[п /2, +оо) и по отрезкам —а уха, х=л/2 + т (k=0,+1,+2....) 
на внешность единичного круга (рис. 9). 

Указание. Функция, дающая решение задачи 2.176, отображает 
заданную область на плоскость с разрезами по лучам 


1 1 
( me Ее | exes): 


4* 
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2.179. Плоскость с разрезами по лучам (—с0, р], [g, +00) (-п/2 < 


О 
о _ 


Рис. 10 


<р<9<т/2) и по отрезкам -а<у<а, т=т/2 + т (Е =0, 1, 
2, ...) отобразить на верхнюю полуплоскость (рис. 10). 

2.180*. Плоскость с разрезами по лучам OS у< co, c= kr/2 
(К =0, 1, 2, ...) отобразить на верхнюю полуплоскость. : 


Простейшие многолистные отображения 


В задачах 2.181-2.184 отображения приводят к многолистным об- 
ластям (см. сноску на с. 49). 


2.181. Найти области, на которые отображаются с помощью 
функции w= e*: 

1) прямоугольник O<a2<a, O<y <b; 

2) полуполоса O< 2<a, у>0; 3) полоса 0 <2 <a. 

2.182. Найти области, на которые отображаются с помощью 
функции w = cosz: 

1) полоса —п/2<х< 71/2; 2) полоса 0 <a < 9. 

2.183. Найти область, на которую © помощью функции и = 12 
отображается полоса 0 < x < 27. 

2.184. Построить риманову поверхность, на которую функ- 
ция и =е!/2 отображает 2-плоскость. 


$ 5. Границы однолистности, выпуклости и звездности 


Пусть w = f(z) — функция, аналитическая в начале координат, 
и f(0) =0. 

В задачах 2.185-2.193 через т: обозначен максимальный радиус 
круга с центром в начале координат, в котором функция w = f(z) од- 
нолистна; через ro — максимальный радиус круга с центром в нача- 
ле координат, который функцией w = f(z) отображается однолистно 
на выпуклую область, и через гз — максимальный радиус круга с 
центром в начале координат, отображаемого функцией w = f(z) од- 
нолистно на область, звездную относительно точки ш = 0. (Область 
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называется звездной относительно данной точки, если любую точку 
области можно соединить с данной прямолинейным отрезком, цели- 
ком лежащим в области.) Очевидно, что г2 < гз < 11. 


z р 
2.185. Для функции w= yo, Найти ту, га, тз и построить 


образы кругов |2| <, [2| < т2, |2|< гз. 
2.186. Найти г: для каждой из следующих функций: 
1 ш=2+2?; 2) w=2z+a2? (а — действительное число); 
3) ш=2/(1- 2)2. 

2.187. Доказать, что при отображении w = f(z) кривизна образа 
1+ Re[zf"(z)/f'(z)] 
[21' (=) 

2.188. Доказать, что аналитическая функция f(z) отображает ок- 
ружность |z| =r на выпуклую кривую тогда и только тогда, когда 
iu 
sala +p +arg f"(2)| =1+Re ae 20 
для всех ф (2 = re'?)4), 
2.189. Доказать, что круг |2| < г отображается аналитической 
функцией f(z) (f(0) = 0) на область, звездную относительно точки 


окружности |2|=г выражается формулой К = 


1 
w = 0, тогда и только тогда, когда 5 arg f(z) = Re bce 20 для 
всех ф (2 = ге). is 
2.190. Доказать: 
1) если функция w = f(z) (f(0) = 0) отображает круг |2| < 1 на об- 


z 
2 _ ГЛ) 
ласть, звездную относительно точки w = 0, то функция wy = age dt 


будет отображать этот же круг на выпуклую область; о 


2} если w= f(z) отображает круг |2| <1 на выпуклую область, 
то и: =2[(2) совершает отображение этого круга на область, звезд- 
ную относительно точки и = 0. 

2.191. Найти т2 для каждой из следующих функций: 

11 ш=2+22; 2)w=2z+ a2? (а — действительное число): 

3) ш=2/(1- 2)2. 

2.192. Найти г! и го для функции w = e* — 1. 

2.193. Найти гз для каждой из следующих функций: 

1ш=2=+22; 2) ш=а+ал? (а — действительное число); 

3) ш=2/(1- 2). 

Указание. При решении задачи 2.193, 3) удобнее исходить не- 


посредственно из неравенства is [р + arg f'(z)] > 0. 


4) См., например, [4, гл. XIII, $ 2]. 


ГЛАВА Ш 
ИНТЕГРАЛЫ И СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 


В задачах этой главы, а также и в следующих главах, если не ого- 
ворено противное, обход простых (т. е. без точек самопересечения) 
замкнутых контуров происходит в положительном направлении. 


$ 1. Интегрирование функций комплексного переменного 


3. 1. Непосредственным CyMMMpOBAHMEN доказать равенства: 
он » == (27 = 26); 


3.2. Пусть С — а замкнутый контур, ограничивающий 
площадь 5. Доказать следующие равенства: 


а в eee BS 


3.3. Вычислить интегралы Л = [= dz, b= [ye по следую- 
щим путям: 

1) по радиусу-вектору точки д =2+%; 

2) по полуокружности |2|=1, 0 < argz <a (начало пути — 
в точке z= 1); 

3) по окружности [2 — al = 


3.4. Вычислить интеграл Даа по следующим путям: 


1) по радиусу-вектору точки 2=2-в 

2) по полуокружности |2|=1, 0 < argz < п (начало пути — 
в точке z = 1); 

3) по полуокружности |2|=1, —п/2 < ме < л/2 (начало пути — 
в точке z = —t); 

4) по окружности |2| = 


3.5. Вычислить интеграл Ла] #42, где С — замкнутый контур, 


С 
состоящий из верхней полуокружности |2 = 1 и отрезка —1 < 
< 5ЗЬ у= 0. 


2 
3.6. Вычислить интеграл И: 42, где С — граница полукольца, 
z 


изображенного на рис. 11. 
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3.7. Вычислить интеграл 
(2 — a)" dz (п — целое число): 


1) по полуокружности |2 — 
—а| = В, 0 < ав (2 — а) <a (на- 
чало пути — в точке 2 =а+ В); 

2) по окружности |2 —а| = В; 

3) по периметру квадрата с 
центром в точке а и сторона- 
ми, параллельными осям коор- 
динат. Рис. 11 

В задачах 3.8-3.11 стоящая 
под знаком интеграла ветвь многозначной функции выделяется за- 
данием ее значения в некоторой точке контура интегрирования. Ec- 
ли контур замкнут, то начальной точкой пути интегрирования всег- 
да считается та точка, в которой задано значение подынтегральной 
функции (следует иметь в виду, что величина интеграла может зави- 
сеть от выбора этой начальной точки). 


dz 
3.8. Вычислить интеграл I по следующим контурам: 
= 


1) по полуокружности |2|=1, у20, Л=Е 
2) по полуокружности |2|=1, у20, ЛД=-Е 
3) по полуокружности |2|=1, y <0, V1=1; 
4) по окружности |2|=1, УТ =1; 

5) по окружности |2|=1, /—1=i. 


3.9. Вычислить интеграл [inzaz, где: 
Cc 


1) С — единичная окружность и Lnl = 0; 

2) С — единичная окружность и Lni = лё/2; 

3) С — окружность |2| =В и LnR=I1nR; 

4) С — окружность |2|=Ви шШшА=ШВ+ 2. 


3.10. Вычислить интеграл ] #7 Гл 2 dz, где п — целое число и: 


jz|=1 
1) Ln1=0; 2) Ln(-1) = a7. 
3.11. Вычислить интеграл z* dz, где а — произвольное 
комплексное число и 1“ =1. |21=1 

3.12. Доказать, что ] a* dz = 0 при любом выборе начального 
значения функции a2, РЕ 

3.13. Для каких а (0 < a < 27) существуют интегралы: 

Па = fee az 255 fev dz (р — натуральное число); 


взятые по радиусу-вектору точку z =е® ? 


ИА 
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3.14. Доказать, что если |а| 7 R, то 


| [42| < 2тВ 
|2 а|е На ~ |8? — [а] 
|2|=В 


3.15. Доказать следующие утверждения: 
1) если f(z) непрерывна в окрестности начала координат, то 


Qa 
tim [ (ге) ар = 2n f(0); 
[6] 


2) если f(z) непрерывна в окрестности точки #=а, то 


: f(zjdz _о_. 
lim ] о = 2nif (а). : 
|z—al=r 
3.16. Доказать следующие утверждения. 
1) Если f(z) непрерывна в полуполосе х > то, 0 < y < hu сущест- 
вует предел lim (т +1) = A, He зависящий от у и равномерный 
ря со 


по у, то lim [f® dz =iAh, где В, — отрезок вертикальной прямой 
L706 
Bz 
0<y <h, пробегаемый снизу вверх. 
2) Если f(z) непрерывна в секторе 0 < |2 — а| < то, 0 < агё (2 -а) < 
<a(0<a< 2x) и существует предел 


lim ((z — a) f(2)] = А, 


TO | 
m | } (2) 42 =зАа, 
re 


li 

r—0 
где у, — находящаяся в данном секторе дуга окружности |2 — al <7, 
пробегаемая в положительном направлении. 


3) Если f(z) непрерывна в области |2| > Во, O<argz<a(O<aK 
< 2x) и существует предел lim zf(z) = А, то 
2—0 


Jim / f(z) dz =iAa, 
Гв 


где [yg — дуга окружности |2| = В, лежащая в данной области, про- 
бегаемая в положительном направлении относительно начала коор- 
динат. 


3.17. Доказать следующие теоремы. 

1) Если f(z) непрерывна в области |2| 2 Ro, Imz 2а (а — фикси- 
рованное действительное число) и в этой области f(z) + 0 при z > ©, 
TO для любого положительного числа т 


; imz ce 
Hs |} ef” F(z) dz =0, 
R 
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где Cg — дуга окружности |2| = В, лежащая в рассматриваемой об- 
ласти (лемма Жордана). 

Указание. При оценке модуля интеграла по полуокружности 
jz] = В, Imz>0 воспользоваться неравенством sin@ 2 20/т для 
0<9<т/2, а при оценке по дугам, лежащим в нижней полуплоскос- 
ти (в случае а < 0), — тем, что длина каждой из них стремится к |а] 
при А oo. 

2) Если f(z) непрерывна в полуплоскости Rez > о (о — фик- 
сированное действительное число) и в этой полуплоскости f(z) > 0 
при = -+ со, то для любого отрицательного числа t 


. at = 
ue e* f(z) dz = 0, 
R 


где Ге — дуга окружности |2| = В, Rez > о. Если f(z) непрерывна 
в полуплоскости Rez < в, то утверждение справедливо, если # поло- 
жительно, а Гв — дуга окружности |z| = В, Rez <a. 

Примечание. Доказательство обеих теорем приведено, напри- 
мер, в [3, гл. V, § 2, п. 73]. 


§ 2. Интегральная теорема Коши !) 


3.18. Показать, что если путь не проходит через начало коорди- 
нат, то 


z 
[F = шг-+ р + 2ntk, 
1 


где k — целое число, указывающее, сколько раз путь интегрирования 
обходит начало координат (2 = ге*+). 


3.19. Показать, что если путь не проходит через точки +2, то 
1 dc 
п 
—, =—+ka 
1+¢? 4 ) 
где k — целое число. 
3.20. Показать, что если С’ — произвольный простой замкнутый 
контур, не проходящий через точку а, и п — целое число, то 
0, если ПЖ-Ь 
[e —a)"dz= $ 2% если п=-1 авнутри С, 
a 0, если п=-Гавне С. 


3.21. Интегральная теорема Коши справедлива в следующем уси- 
ленном виде: если f(z) непрерывна в замкнутой области G, ограни- 
ченной простым спрямляемым контуром С’, и аналитична внутри С, 


1) Задачи на вычисление интегралов, приведенные в этом и следующем пара- 
графах, носят в основном иллюстративный характер. Большинство задач такого 
Рода помещено в $84 гл. IV, посвященном применению теории вычетов. 


Po 


58 Гл. Ш. Интегралы и степенные ряды 


то ) f(z)dz = 0. Доказать это для случая звездного контура?). 
С 


Указание. Считая C звездным относительно начала координат, 
рассмотреть контуры Cy: С = Az (O< A<1, &Е С) — и совершить 
предельный переход при A > 1 (см., например, [1, гл. V, п. 8] или [3, 
гл. I, § 4, и. 12]). 


3.22. Доказать следующие утверждения. 


1) Если f(z) аналитична в полосе OS y <h, lim f(w@+iy) =0 
тс 


ee) co 
и интеграл | f(x) ах существует, то интеграл / f(x + th) ах также 
pee —со 


существует, и эти интегралы равны между собой. 
2) Если f(z) аналитична в угле 0 < argz Ca (0 <а< 2), 


со 
lim zf(z) =0 и интеграл [fe dz существует, то интеграл 12) 42 
ZA 

| 


вдоль луча z = ге, 0 <r < oo, также существует, и эти интегралы 
равны между собой. 
Указание. Воспользоваться результатами задачи 3.16. 
oo 
3.23. Доказать, что je* cos 2br ат = va en”. 
о 
Указание. Интегрировать функцию f(z) = e7 * по границе пря- 
моугольника |т|< 8, OS y <b и воспользоваться интегралом Пуас- 
со 


сона per dt= уп. 


z 


в со со 
2 2 Ул 

3.24. Доказать равенства [cose 42 = [sine dz = afi (интег- 

ралы Френеля). y у 
; „2 

Указание. Интегрировать функцию f(z) = e* по границе сек- 
тора 0<|2| < В, 0 < мвз < 7/4 и воспользоваться результатом за- 
дачи 3.17, 1) (положить 22 = С). 

CoO 


3.25. Доказать, что [ 
0 


Указание. Интегрировать функцию f(z) = e*/z по границе 
области г < |2| < В, 0 < argz <7 и воспользоваться результатами 
задач 3.16 и 3.17. 


3.26. Доказать, что при 0 < 5 < 1 справедливы равенства: 


sin x 


dz = 7 (интеграл Дирихле). 


2) Контур называется звездным относительно некоторой точки, если каждый 
луч, выходящий из этой точки, встречает контур в одной точке. 
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со fo 9) 
1) jer созтат = Г(8) cos т 2) {= sinz dr = I(s)sin >. 
0 о 


Указание. Интегрировать функцию f(z) = =`1е-Й по границе 
области г < |2| < А, —т/2 <argz < 0; воспользоваться результатами 
задач 3.16, 2) и 3.17, 1) и интегральным представлением Г-функции: 

со 


Г = pee? dz. 


0 


8 3. Интегральная формула Коши 


Всюду в задачах этого параграфа С'’означает простой замкнутый 
спрямляемый контур. 


3.27. Вычислить интеграл Я 5 ‚ если: 
2+9 
с - 
1) точка 35 лежит внутри контура С, а точка —34 — вне его; 
2) точка —3+ лежит внутри контура С’, а точка 31 — вне его; 


3) точки = 31 лежат внутри контура С. 


) 


при различных положениях контура С. Предполагается, что кон- 
тур С не проходит ни через одну из точек 0, 1 и —1. 


dz 
3.28. Вычислить все возможные значения интеграла О 
2(22 — 
Cc 


3.29. Какое число различных значений может принимать интег- 
dz 
pan В где (2) = (2 — 21) (2 — 22)...(2 — 21) (zi # 23) и кон- 
n 
С 
тур С не проходит ни через одну из точек z;? 


3.30. Вычислить интеграл ] eee а>1. 
z 


4—1? 
|z-al=a 
3.31. Вычислить интеграл = [<< если контур С содер- 
211) 2+ а?’ 
жит внутри себя круг |2] < а. 
1 ze*dz 


3.32. Вычислить интеграл если точка а лежит 


ani J (а) 
внутри контура С. © 
Указание. Воспользоваться формулами для производных интег- 
рала Коши. 


1 e*dz 
3.33. Вычислит теграл sala 
3 ь интегра ani J Ara)? 


1) точка 0 лежит внутри, а точка 1 — вне контура С: 


если: 


bai 
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2) точка 1 лежит внутри, а точка 0 — вне контура С; 

3) точки Ои 1 обе лежат внутри контура С. 

3.34. Функция f(z) аналитическая в области, ограниченной прос- 
тым замкнутым контуром С, содержащим внутри себя начало коор- 
динат. Доказать, что при любом выборе ветви Га 2 


sa fF Ln zdz = f(z) — f (0), 


rhe 20 — начальная точка интегрирования. 
Указание. Интегрировать по частям. ` 


а, если Гла = ша 


3.35. Вычислить интеграл imi J? 2? Ln 
#Ш— 


для а>0, и контур С: 

1) окружность [2| = 2; 

2) окружность |2-1 =1 и начальная точка интегрирования 
z=lt+i. 

3.36. Согласно теореме Лиувилля, функция f(z), аналитическая 
и ограниченная во всей плоскости, является постоянной. Доказать 


бы < лы < R) 


эту теорему, вычислив интеграл 
= 

и произведя его оценку при В - oo. 
3.37. Пусть f(z) аналитична в замкнутой области, ограниченной 
контуром С; 21,22,...2„ — различные произвольные точки внут- 
ри Си 42(2) = (2 — 21)(z - 22)...(2 — zn). Показать, что интеграл 


ode F(Q)_ wnl(¢) — wn(z) 
Bey ani J wn(¢) (-2 и 


есть многочлен (п — 1)-й степени, совпадающий с f(z) в точках 21, 
22,...7п (многочлен P(z) называется интерполяционным многочле- 
ном Лагранжа.) 


3.38. Доказать следующую теорему (формула Коши для бесконеч- 
ной области). 


Пусть С — простой замкнутый контур, ограничивающий конеч- 
ную область О. Функция f(z) аналитична во внешности области D 
и lim f(z) = A. Тогда 

ami —f(z}+ A, если точка z принадлежит 

КО а а = внешности области D, 
в] <-= А, если точка 2 принадлежит области D. 


Контур С обходится в положительном направлении относительно 
области О. 
Указание. Сначала рассмотреть случай А = 0. 
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3.39. Пусть функция f(z) и контур С' удовлетворяют условиям 
предыдущей задачи. 
Доказать, что если начало координат принадлежит области D, то 


JO). ee 0, если ЕО, 
ый Ge a f(z)/z, если z¢€D. 


$ 4. Степенные ряды 
Отыскание радиуса сходимости 


В задачах 3.40-3.51 и радиусы сходимости рядов. 


3.40. о 3.41. р . 3.42. yoann сз, 


. т! i 2” 
3.44. у. гы 3.45. а. . 3.46. Уи.” 3.47. yz . 
n=l n=0 n=0 n=0 
foe) ео со 
3.48. > `[3+(-1)"]"2”. 3.49. 5° cosin: 2”. 3.50. У (n + а”)г”. 
n=0 n=0 n=0 


SS a(a +1)..(atn—-1)A(6 + 1)..(8 tn —1) 5 
3.51. ес = Ра 


3.52. Радиус сходимости ряда 3 Cnz” равен В (0< R< oo). 
n=0 
Определить радиусы сходимости рядов: 
со 25 


ВУ ай 2)} `(2" — lez”; ayo Ss" ; ду имена": 


nee n=0 n=1 
со 
> hz"; 6) (1+ 28)en2” 
n=0 


3.53. Радиусы сходимости рядов >. ап" и 3 b,2” равны COOT- 


n=0 n=0 
ветственно Ty и т2. Что МОЯ сказать о раднусах сходимости рядов: 
© 


1) У нь) 2) Santa” 5 3) ое me 


n=0 n=0 n=0 


3. 54. Просуммировать при_ jz] . следующие ряды: 


Done" Dae pa a Dae yrs ; 


n=0 
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Поведение на границе круга сходимости 


В задачах 3.55-3.61 исследовать поведение степенного ряда на гра- 
нице круга. сходимости. 


3.55. >=. 3.56. = , 


pn 
3.58. yer (=D" ло 3.59. у. a (р — натуральное число). 


1 OO: on! 
3.60. re n-t3.61. iar 
n=l 


Вторая теорема Абеля 


со 


Согласно второй теореме Абеля, если ряд > сп сходится, то 
n=0 


foe) © 
. и 
о = >< (0<r<1l). 


3.62. Показать, что теорема, обратная второй теореме Абеля, не 
CO 


имеет места, т. е. привести пример расходящегося ряда Я ДлЯ 
oO 
. в n=0 
которого существует предел lim У. Cnr”. 
ral 
n=0 
3.63. Пользуясь второй теоремой Абеля и решением задачи 3.54, 
доказать следующие равенства: 
оо 
cos 71 а 
1) yy = — In 25 | (< |y| <7); 


п 


со . 
2) SABE ESP ок) 


3) aaa cos(2n + 1)p _ 5 In|ote $| (0< $] <”); 


21 +1 
эт (21 +1ф _т | 


_pynticosne _ и) (- | 
9 1) = In (2sin £) (-7<y <7); 


оо | 
_ayntisinng _Ф |. 
6) У (-1) о (-1<p<n). 


eR PT FEIN CET AT 
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Oo ИТМ п 
3.64*. Доказать, что ряд У. cy сходится неабсолютно 


во всех точках границы круга сходимости. 

Указание. Если 2 = 1, то разбить ряд на группы слагаемых од- 
ного знака и показать, что эти группы удовлетворяют условиям при- 
знака Лейбница для знакочередующихся рядов. Если |2] =1 из 1, то 
воспользоваться теоремой из задачи 1.90, положив a, = (-ПМ т, 
b, = 1/n. 


3.65. Доказать, что если последовательность действительных по- 
ложительных чисел {an} монотонно стремится к нулю и радиус схо- 
oo 


димости ряда У ап2" равен 1, то этот ряд сходится всюду на окруж- 
n=0 

ности }z] = 1, исключая, быть может, точку 2 = 1. 

Указание. Воспользоваться признаком сходимости Дирихле 
(см. задачу 1.88). 

со 

3.66. Доказать, что если ряд > CnZ” сходится в точке с = Ве? на 
окружности круга сходимости, то on сходится равномерно во всякой 
замкнутой области С, принадлежащей кругу сходимости, лежащей 
в угле между какими-нибудь двумя хордами окружности |2| = В, 
выходящими из точки (, и не содержащей никаких точек окружнос- 
ти |2| = А, кроме точки С. 

Примечание. Это утверждение является более общей формой 
второй теоремы Абеля (см., например, [2, ra. III, $ 7]. 


$ 5. Ряд Тейлора 


Разложение функций в ряд Тейлора 


В задачах 3.67-3.81 указанные функции разложить в степенной 
© 


ряд у сп2" и найти радиус сходимости. 
n=0 


3.67. chz. 3.68.shz. 3.69. sin?z. 3.70. ch?z. 


„\а a — грата : ee 1+ 
3.71. (a@+2})% (а“=е ). 3.72. У + (vi A ). 
3.73. 1 (b40). 3.74. -—2——. 345. 2 
az +b : ON 22 — dz +137 Gey 
3.76. 112 3.77. Arctgz (Arctg0 = 0). 


1-2 | 
3.78. Arshz (ArshO=0). 3.79. ш (22 — 3z +2). 


ii 


В 
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20. [ode 3.81. [Sa 


В задачах 3.82-3.87 указанные функции разложить в ряд по сте- 
пеням (2 — 1) и найти радиус сходимости. 


z z 
3.83. fos oe 3.84. @+1?" 


3.85. уз (Y= si), 3.86. nz. 3.87. sin (22 — 2”). 


В задачах 3.88-3.92 найти первые пять членов разложения в ряд 
по степеням 2 указанных функций. 


3.88. еп 2. 3.89. /созя (\/с052 = 1 при z = 0). 
3.90. (1 + 2)* = е? (+2). 3.91.е”. 3.92. её ш(1+2). 


3.93. 1) Разложить в ряд по степеням 2 функцию Ш (1 + е*) (най- 
ти рекуррентное соотношение между коэффициентами ряда). 

Указание. Предварительно найти разложение производной дан- 
ной функции. 

2) Доказать, что единственным членом разложения, содержащим 
нечетную степень 2, будет 2/2. 

Указание. Воспользоваться тождеством In(1+e*) — ш(1+ 
+e7*) = 2. 


В задачах 3.94-3.98, пользуясь умножением рядов и подстановкой 
ряда в ряд, разложить в ряды по степеням 2 указанные функции. 


3.94. [In(1—z)]?. 3.95. [Ln (1 - 2)]2 (Ln 1 = 299. 
3.96. (Arctg 2)? (Arctg0 = 0). 
3.97. ArctgzIn(1+ 22) (Arctg0=0). 3.98. е2/1-я. 


3.99. а что если разложение функции 1/cosz записать 


"5 
в виде —— -> 4 1)” my 2°" то числа He, (числа Эйлера) удов- 
со 
и о щенияе 


ВА Eo + ( - ук +. + ( a \ Eon =0. 


3.100. Доказать, что если разложение функции z/(e* — 1) в ряд 


= BE — 2", то числа В» (числа 
n=0 
Бернулли) удовлетворяют соотношениям 


Bees. Ce \Bo+ ("T° )Bi +- Ge ) Bn =0. 


по степеням Z записать в = 
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3.101. Доказать, что все числа Бернулли с нечетными индексами, 
кроме By, равны нулю. 
_(-=)_ 


e-1 e-#—1 
3.102. Разложить в ряд по степеням z функцию zctgz и найти 
радиус сходимости полученного ряда. 
Указание. Воспользоваться вытекающим из формул Эйлера ра- 
венством zctg 2 = iz + 242/(е?® —1). 


Указание. Воспользоваться тождеством 


= —2. 


3.103. Разложить данные функции в ряды по степеням 2 и найти 
радиусы сходимости полученных рядов: 
1) In nd, 2) tgz; 3) Incosz; 4) 


z 


sin 2” 


3.104. Доказать, что коэффициенты Cp разложения 
со 


1 
1-22 У осы" 


n=0 
удовлетворяют соотношению Cp = Cn-1 +Cn—2 (n > 2). Найти сп и 
радиус сходимости ряда. 


Примечание. Числа cy, называются числами Фибоначчи. 
A+Bz4+C? 

aE Cnz” (а #0) найти 
a+ Bz + 72? +623 => me ase) 


Co, C1, Ca, а также рекуррентное соотношение" Между Сп, Сп-1, Сп-2, 
Cn-3 (n> 2 3). 


3.105. В разложении 


Производящие функции систем многочленов 


Если в некотором круге |#| < В имеет место разложение 
со 


F(t,z) = У fa(z)t”, 
n=0 
то функция F'(t,z) называется производящей функцией для последо- 
вательности {/»(2)}. Часто некоторые свойства последовательности 
функций {f,(z)} удается доказать, опираясь на свойства ее произво- 
дящей функции. 


3.106. Полиномы Бернулли Yn(Z) определяются разложением 


со 
1-1 _ У рта) и 
et —1 =. т! | 
Доказать следующие их свойства: 
1) ф»(# +1) — фи(2) = nz"; 
2) если m — натуральное число, то 
Pa) = 142743" +... + (т - 1)"; 


$ Л.И. Волковыский и др. 
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n-1 


3) т (=) = ( k )Buz™*, где Вь — числа Бернулли (см. зада- 
чу 3.100). #2 


3.107. Функция ттт является производящей для поли- 
— Dette 
номов Лежандра Ри(2): 


2} 
ДЕР => Ре) 


Доказать соотношения: 

1) (n+ 1)Pasi(z) - (2n+1)2P, (2) +пРь-1(2) = 0; 
2) Pa(z) = Paya (2) — 22P, (2) + Pai (2); 

3) (2n + 1)Pa(z) = Pays (2) - Pa- Е. 


Указание. Дифференцировать производящую функцию соот- 
ветственно по фи по Zz. 


3.108. Пользуясь интегральной формулой для коэффициентов ря- 
да Тейлора, доказать, что если -1 <s <1, то 


1 па 
Ри (8) = т | see 


ZL VIR 25+’ 


где С’ — окружность радиуса R > 1c центром в точке © = 0. 


2 


3.109. Доказать, что функция является производящей 


4- 4+8 
для полиномов Чебышева 


Т» (г) = Qn-1 


Пользуясь интегральными формулами для коэффициентов ряда Тей- 
лора, установить, что АТи+1(2) — 42Т,(2) + Т,-1(2} =0 при n> 2. 


3.110. Полиномы Эрмита-Чебышева Н»(2) определяются разло- 


жением оо 
eats? У. Hn (2) п 


Доказать следующие соотношения: 

1) Ни-1 (2) — 2=Ни(2) + 2nHy-1(z) =0 (n 2 1); 
2) Hy(z) = 2nHy-i(z) (n 21); 

3) H(z) — 22H! (2) + nH, (2) = 0 (n 20); 


2d™(e—* 
4) Hale) = (сле. 
3.111. Полиномы Чебышева-Лагерра можно определить равенст- 
BOM x (2 е 2) 
[т(2) = Paar 


dz™ 
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Найти производящую функцию для последовательности {Ln(z)} 
и с ее помощью получить рекуррентную формулу, связывающую 


[т-1(2), Ln(z) и Ln4i(z)- 


Примечание, В задачах 3.107-3.111 рассмотрены лишь некото- 
рые частные свойства указанных систем полиномов. О других важ- 
нейших их свойствах, играющих большую роль при решении различ- 
ных задач математической физики, см., например, [3, гл. VII, $2] или: 
Курант Р., Гильберт Д. Методы математической физики. — М.: 
Гостехиздат, 1951. — Т. 1, ra. Il, УП. 


Решение дифференциальных уравнений 


В задачах 3.112-3.114 найти решения данных дифференциал тьных 
уравнений, удовлетворяющие условиям w(0)=0, w’(0) = 1. 
3.112. w" — 22 = 32? — 24. 
3.113. (1 — 27)w" — 22 + n(n + lw =0. 
3.114. (1 — 22)" — 4zw’ — Qw = 0. 
oO 
3.115. Разложить в ряд вида Утв функцию с0$ (т arcsin z) 
n=0 
{arcsinQ = 0), составив дифференциальное уравнение, одним из ре- 
шений которого является эта функция. 


3.116. ИСО уравнение 
а = = —abw =0 
dz? dz 
называется гипергеометрическим. 
Найти аналитическое в точке z = 0 рещение (2) гипергеометри- 
ческого уравнения, удовлетворяющее условию w(0) = 1, предполагая, 
что с не равно нулю или целому отрицательному числу. 


3.117. Доказать, что общее решение гипергеометрического урав- 
нения имеет вид (с не равно целому числу) 


w = С: Е(а,6, с, =) + Coz! °F(a+1—c,b+1-—c, 2-6, 2), 
где F{a,b,c,z) — функция, определенная в предыдущей задаче (ги- 
пергеометрический ряд). 


3.118*. Доказать, что если с не равно нулю или целому ИА: 
тельному числу, то 
dF(a,b,c,z) _ 


ab : 
а. о F(a@+1,b+1,¢4+1, 2). 


5* 


| В 
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$6. Некоторые приложения интегральной формулы Коши 
и степенных рядов 


Нули аналитических функций 


3.119. Доказать, что точка ло тогда и только тогда является 
нулем порядка k аналитической функции f(z), когда в некоторой ок- 
рестности точки 2о имеет место равенство f(z) = (2 — 20) ф (=), где 
функция $(2) аналитична в точке 20 и (Zo) F 0. 

3.120. Найти порядок нуля z = 0 для функций: 

2 р ; 

1) z2(e? —1); 2) 65123 + 23 (26-6); 3) ей"? — ев». 

3.121. Точка 2 является нулем порядка & для функции f(z) 
и нулем порядка { для функции (2). Чем является точка 20 для 
следующих функций: 


1) F(z)p(z); 2) Fle) + lz); 3) F(z)/o(2)? 
В задачах 3.122-3.136 найти порядки всех нулей данных функций. 
3.122. 2249. 3.123. 2+ 17. 3.124, за. 


2 — п?) sin z 


3.125. (1 —e*)(22 —4)3. 3.126.1—cosz. 3.127. @ 
3.128. 1-08 3.129. ef, 3.130. sin? z. 


gt 


sin? z 


3.131. = 3.132. 51123. 3.133. cos? z. 
3.134. cosz3. 3.135. (\/2-2)3. 3.136. (1 — /2 — 2c0sz)?. 


Teopema единственности 


3.137. Может ли последовательность нулей (или вообще А-точек) 
функции, отличной от тождественной постоянной и аналитической 
во всей конечной плоскости, иметь предельную точку? 


3.138. Существует ли функция, аналитическая в точке 2 =0и 
принимающая в точках 2 = 1/n (n = 1,2,...) значения: 


1 1 1 1 
По pO Lyae оО на 
ae oe ов n 7 
2’ 2’ 4’ 4’ 6’ 6’? 2k’ 2К’ 237475’ OT Unt 


3.139. Существуют ли функции, аналитические в точке z = 0 
и удовлетворяющие условиям (п — натуральное число): 


о-в эт 


1 
имеет бесконечную последовательность 
—2 


3.140. Функция sin Л 


нулей, сходящуюся к точке z = 1, но тем не менее эта функция отлич- 
на от постоянной. Не противоречит ли это теореме единственности? 
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Выражение аналитической функции 
через ее действительную или мнимую части 


3.141*. Функция f(z) = и(т, у) + iv(a, у) аналитична в точке 20 = 
= 10 + iyo и 1 (20) = со. Доказать, что 


пы) а 


3.142. Доказать, что в условиях предыдущей задачи 


f(z) = iv (=, 2) + ©. 


В задачах 3.143-3.145 найти аналитическую функцию f(z) = 
= и(т,у) + и(х,у) по данной ее действительной или мнимой части. 


3.143. u(z,y) = 2? —y? +2. 

144, = —_Y 
3.144. u(z,y) = e*(xcosy — ysiny) Big 
3.144. 5(т,у) =х+у-3. 3.145. u(z,y) = coszshy —shesiny. 


Неравенства Коши 


3.147. Пусть разложение функции f(z) в круге [z| < В имеет вид 
со 
{(2) = >. ста" 


1) Доказать, что 1 Frees ар = 3 свт" (r < R). 


n=0 
2) Доказать, что say peel eel M(r), то коэффициенты сп 


удовлетворяют неравенствам (неравенства Коши) 


ma (r < R). 


rr 


len] < 


3) Доказать, что если хотя бы одно из неравенств Коши обращает- 
ся в равенство, т. е. [ск| = M(r)/r*, то функция f(z) имеет вид f(z) = 
= Ска‘. 


Указание. Воспользоваться следующим из п. 1) неравенством 
со 


У lenl?e?” < [МТ 


n=0 


3.148. С помощью неравенств Коши доказать теорему Лиувилля: 
если функция f(z) аналитична во всей плоскости и ограничена, то 
она постоянна. 

Примечание. Другой способ доказательства теоремы Лиувилля 
указан в задаче 3.36. 
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3.149. Доказать, что расстояние ближайщего к точке z = 0 ну- 
со 


plco| 
ля функции f(z) = > Сп2" не меньше, чем где любое 
фу К ) of Th ? М | р р 
число, не превышающее радиуса сходимости ряда, а М = М(р) = 


= ах 
z|=p 


Указание. Установить, что функция f(z) не имеет нулей в об- 
ласти, где (f(z) — со| < |со|, и оценить {f(z} — col, воспользовавшись 
неравенствами Коши. 


Oo 
3.150. Функция f(z) = > Cnz” аналитическая при |z| < г. До- 
со ears 
Cnz 
казать, что ряд (2) = > aT сходится во всей плоскости и для 
п. 


n=0 
его суммы справедливы оценки |$(2)| < Ме*/", pl) (z)] < = ет 
т 


(М — постоянная). 


Теоремы площадей для однолистных функций 


oO 
3.151. Пусть функция f(z} = у` Спа” аналитична в круге |2| < 1 
n=0 
и отображает этот круг однолистно на область G площади S. Дока- 
Oo 


зать, что б=л ys njen|*. 
n=l 
Указание. Записать формулу для вычисления площади S в по- 
лярных координатах. 
Примечание. Если опустить условие однолистности, то отдель- 
ные части области G нужно считать столько раз, сколько раз при- 
нимаются в круге |2| < 1 соответствующие значения функции f(z). 


3.152. Доказать, что если в условии предыдущей задачи функ- 
ция f(z) аналитична только в открытом круге |2| < 1 и если при 
этом существует конечный предел lim S, = S, где 5, — площадь об- 

rs 


oO 
S 
раза круга |2| <r < 1, то ряд > nlcn|? сходится и его сумма равна —. 
п 
n=1 
[© >) 
Доказать также, что если lim 5, = со, то ряд У, п[с»|? расходится. 
т> 
n=1 


Примечание. См., например, [4, ra. XIII, $1]. 


3.153. 1) Пользуясь решением задачи 3.151, доказать, что если 
(0) =1и функция f(z) отображает конформно и взаимно однозначно 
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круг |2| < 1 на некоторую область G, то площадь области С' не меньше 
площади отображаемого круга (экстремальное свойство отображения 
на круг). 
2) Доказать, что из всех функций f(z), аналитичных в круге |2| < 
2п 
< R и удовлетворяющих условию /if(Re* yp dp = М, линейная 
0 


функция реализует отображение круга на область наименьшей 
площади. Найти эту площадь, если }(0) = 0. 


Принцип максимума модуля 


В задачах 3.154-3.157 следует воспользоваться принципом макси- 
мума модуля. 

3.154. Доказать, что если функция f(z), отличная от константы, 
аналитична в области С и не обращается в нуль, то минимум |f(z)| 
не может достигаться внутри области С. 


3.155. 1) Доказать, что внутри области, ограниченной простой за- 
мкнутой линией уровня модуля функции f(z) (т. е. линией, во всех 
точках которой |f(z)| = const) и содержащейся вместе с границей в 
области аналитичности функции f(z), найдется по крайней мере один 
нуль этой функции (f(z) # С). 

2) Доказать, что если P(z) — многочлен степени n, то линии уров- 
ня его модуля |P(z)| = С (лемнискаты) могут распадаться не более, 
чем на п связных компонент. 


3.156. Доказать лемму Шварца: если функция f(z) аналитична в 
круге [21 <1, f(0)=0 и |/(2)| < 1 то во Beem круге |f(z)| < |2]. 

Доказать также, что если хотя бы в одной внутренней точке кру- 
га |f(z){ =|2|, то f(z) = e**z (a — действительное число). 

Указание. Рассмотреть функцию f(z)/z и применить к ней 
принцип максимума модуля. 


3.157. Доказать, что если в предыдущей задаче условие #(0) = 
= 0 заменить условием f(a) = 0 (|a} < 1), то при |2| < 1 справедливо 
za 


неравенство |f(z)| < aes 
— az 


Указание. Рассмотреть функцию “= Bf f(z). 
a 


ГЛАВА IV 


РЯД ЛОРАНА. ОСОБЫЕ ТОЧКИ 
ОДНОЗНАЧНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 
ВЫЧЕТЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 


$ 1. Ряд Лорана 


В задачах 4.1-4.18 данную функцию разложить в ряд Лорана ли- 
бо в указанном кольце, либо в окрестности указанной точки. В по- 
следнем случае надлежит определить область, в которой разложение 
имеет место. 


4.1. d в окрестности точек д=0и z=00. 
gee 
4.2. т {a #0, К — натуральное число) в окрестности то- 
;-а 
чек z=O 4 =. 
4.3. : в окрестности точек z=0, z=1, z= 00. 
2(1— 2) 
1 
4, ———____ естности точ = : 
4 Cars (0 < Ja] < |6]) в окрестнос ek z = 0, 
z=a, z=0o ив кольце fal < |2| < |6. 
2 — 
4.5. в в окрестности точки z= 2 и в кольце 1 < |2| < 2. 


(z — 2)(22 +1) 


4.6 в окрестности точек 2=фи Z= OH. 


1 
4.7. \/(2-а)(#-5) (| > |al) в окрестности точки z = со (pac- 


смотреть обе ветви функции). 


4.8. f(z) = ИРИ (ш(5) > 0) в кольце 1 < |2| < 2. 


4.9. 22е!/* в окрестности точек 2 =0 и z= оо. 
4.10. е!/(1-2) в окрестности точек z=1 uz = о. 
2? — 42 


4.11. cos [= в окрестности точки 2 = 2. 


4.12. z?sin 


в окрестности точки z= 1. 
= — 


4.13. e*+1/* в области 0 < |z| < сю. 
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4.14. sin z sin = в области 0 < |2| < 00. 


4.15. sin т Е 


в окрестности точек 2 = 1 ид = со (в последнем 
случае ограничиться четырьмя первыми членами ряда). 
4.16. ctgz в окрестности точки 2=0 и в кольце т < |2| < 27. 


4.17. №27 
z—-b 


в окрестности точки Z = OO. 


1 2-1 
4.18. In Ts в окрестности точки z = oO и в кольце 
zti 


4.19. Выяснить, допускают ли указанные функции разложение в 
ряд Лорана в окрестности данной точки: 
1 1 
1) cos~, z=0; 2) с05-, z=00; 3) sec——-, z=], 
z z z-1 
9 
2 


6) sin(1/z)’ ~ 


z ` 1 
7) Е. & = 00; 8) Inz, 20; 9) n-— 


Е. Raiser 1s (See 2) eS, 
2+1 

4.20. Выяснить, имеют ли указанные многозначные функции од- 
нозначные ветви, допускающие разложение в ряд Лорана (в частнос- 
ти, в ряд Тейлора) в окрестности данной точки: 


1) V2, z=0; 2) JYz(z— 1), Z=O} 3) аи ere = 00; 


#2-0@-2' ~~ 
4) Vz — I — 2)(z - 8), z= OW, 5) у Zi, 2 = ©; 
6) \/1+ 2, == 7 УТУ, =0; 8) Vz+v22-1, 2=0; 
9) Vz+V2?—-1, z=1; 10) у z= 00; 
Saal (z-a)(z-B) 7 _ 
11) Ln [(z — 1)(z - 2)], z= 00; 12) Е д = со; 
13) Arcsin 2, = =0; 14) Arctg(14 2), z=0; 15) АгзЬ (1+ =), z =0; 


16) \/п/2 - Ассзта, х=1; 17) /я/А- Атсяша, z = 2/2. 


oO 
4.21. Функция f(z) = Da CnZ", аналитическая в кольце г < 


4) ctgz,z=00; 5) th, z= 0; 0; 


д = ©; 


10) In 


n=—-O 
< |=] < А, однолистно отображает это кольцо Ha некоторую область D. 
Доказать, что площадь 5 этой области равна 

© 


S=m У щен?" — 1"). 


п=-со 
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2) Доказать, что формула для площади 5 сохраняет свою силу и 
тогда, когда f(z) аналитична лишь в области г < |2| < В; при этом 
обе части равенства могут одновременно обращаться в со. 

Указание. См. задачи 3.151 и 3.152. 


4.22. Функция f(z) однолистна в области |2| > 1 и разлагается в 


этой области в ряд Лорана вида {(2) =2+ Е 
Доказать, что = ‘ 
У весь 
n=1 


и выяснить геометрический смысл полученного неравенства (внеш- 
няя теорема площадей). 

Указание. Воспользоваться тем, что для площади S,, ограни- 
ченной образом окружности |z|=r>1, имеем (f(z) =и+и) 


0<&= f ude Та 


ах 


$ 2. Особые точки однозначных аналитических функций 


В задачах 4.23-4.58 найти особые точки функций, выяснить их 
характер и исследовать поведение функций на бесконечности 1). 


1 z > 1 
4.23. —5. 4.24. “5. 4.25. ao 4.26. ЕТ 
2 2 
4.27. ^_  4,.28,2 +1 4.29. ze-7. 4.30. ГЕ 
1+ 22 е2 ez? —1 2 
e* 1 —e* a 
4.31. 2а-—е-2)` 4.32. 2+ ef" 4.33. 22 — cos) 4.34. th 2. 
4.35. oe 4.36. 2е!/2. 4.37. е*/@-9). 4.38. 2-1/2, 
1/(2—1) 
4.39. © 4.40. —^_. 4.41. 5958. 4.42. tez. 
e* —1 sin 2 22 


4.43. 522. 4.44. ЯВА. 4.45. ctg 2 - -. 4.46. ctgz — 2. 
4.47. 1 4.48. 1 4.49. sin 
sin z — эта. cos z + cosa 1-2 
Zs 1 1 1 
о Аа Че о 
И": ee Е. 


4.53. 1+1. 4.54. е* 082. 4.55. et6 (0/2), 
# 2 z 


4.56. е'81/=. 4.57. sin ( i; 4.58. sin ( 


1 1 ) 
sin(1/z) с03(1/2) /` 


1) В ответах He делается различия между устранимой особой точкой и пра- 
вильной. 


$2. Особые точки однозначных аналитических функций 75 


В задачах 4.59-4.68 исследовать поведение каждой из однозначных 
ветвей заданной многозначной функции в указанных точках (опре- 
делить, является точка правильной для соответствующей ветви или 
особой; в последнем случае указать характер особенности). 


1 
4.59. — А, z=4. 4.60. ——.., z=1. 
| - М=+ 
z+ 
61. ——— ОВ .62. =1 
4.61 РЕ 1. 4.62 а. 
1 
.63. —— = 4. 
463. Oy psna—va’ *=* 
1 1 \2 
64. ее =( =) hey ae = 1 
4 Ce gee 1+ 7 , roe k : uz 
4.65. A а te a ees eee 
sin (1+ = ) Е 
2-2 
И =. 
4.66. Se =. 
1+ 
2-22 
1 1 
4.67. 1) тЫ 2) lap? %=1 
sin —— sin —. 
24 43 
4.68. sin (cte =), ge). 
4.69. Пусть Р»(2) и Qm(z) — многочлены соответственно п-й 


и т-й степеней. Охарактеризовать поведение на бесконечности сле- 
дующих функций: 
1) Palz)+Qm(z); 2) №®). 3) Pa(z)Qm(2). 
Qm(z) 
4.70. Доказать равносильность следующих двух определений: 
1) точка 20 называется полюсом порядка п функции f(z), если в 


лорановском разложении f(z) в окрестности 2о 
© 


(2) = У Cn(z— 20)", Con #0, C_(ngiy = C-(n42) =... = 0; 
N=—O 

2) точка 20 называется полюсом порядка п функции f(z), если в 
некоторой окрестности этой точки f(z) = y(z)/(z — 29)", где функ- 
ция y(z) аналитична и (20) 2 0. 

4.71. Построить примеры функций, имеющих в расширенной 
плоскости только следующие особенности: 

1) полюс второго порядка на бесконечности; 

2) полюс второго порядка в точке z = 0 с главной частью разло- 
жения с_2/2? и простой полюс на бесконечности; 

3) простые полюсы в точках 2% = w*, где w = е?"” (k = 0,1,2,... 
yn 1). 
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4.72. Найти общий вид функции, имеющей в расширенной плос- 
кости только следующие особенности: 

1) один простой полюс; 2) один полюс порядка п; 

3) полюс второго порядка в точке z == 0 с главной частью разло- 
жения 1/27; 

4) полюс порядка п в точке 2 = 0 и полюс порядка т на бесконеч- 
ности; 

5) п полюсов первого порядка. 


4.73. Пусть f(z) — однозначная функция, не имеющая в облас- 
ти С других особенностей, кроме полюсов. Доказать, что функ- 
Г (2) 
f(z)-A 
ет простые полюсы BO всех полюсах функции f(z) и во всех А-точ- 

ках этой функции и не имеет никаких других особых точек. 


x 


ЦИЯ (логарифмическая производная функции f(z) — А} име- 


4.74, Какую особенность имеет в точке z = 2 (допускается слу- 
чай 20 = со) функция F(z) = {[Ф(2)], если функция y(z) в этой точке 
аналитична или имеет полюс, а точка (о = $(20) является для функ- 
ции f(¢) особенностью следующего вида: 

1) устранимой особой точкой; 2) полюсом порядка п; 

3) существенно особой точкой? 


4.75. Точка zo (допускается случай z = со} является изолиро- 
ванной особой точкой функции f(z), отображающей дугу окружнос- 
ти (или прямолинейный отрезок) yy на некоторую дугу окружности 
(или прямолинейный отрезок) 7". Каков характер особенности функ- 
ции f(z) в точке 23, симметричной с 2 относительно 77 (функция f(z) 
продолжена через ^у по принципу симметрии), если точка Zo является 
для f(z): 

1) полюсом порядка п; 2) существенно особой точкой? 

4.76. Теорема Сохоцкого утверждает: если точка 20 является су- 
щественно особой для функции f(z), то, каково бы ни было комплекс- 
ное число А (включая А = 00), существует такая последовательность 
точек {z,,}, сходящаяся к точке 20, что ши. }(=.) = А. Доказать, что 


теорема Сохоцкого остается справедливой для неизолированной осо- 
бой точки, являющейся предельной для полюсов?). (Иногда такую 
точку просто причисляют к существенно особым.) 


4.77. Найти пределы: 


3) lim a>; 4) 1 


. 2. ИИ 
1) yuh, ctg“z; 2) ost Chie ==) $11(1/2)° 
У 


lim —; 

yoo Sin Z 

Не противоречит ли существование этих пределов теореме Co- 
хоцкого? 


2) Предполагается, что в окрестности рассматриваемой точки полюсы явля- 
ются единственными особенностями. 


§3. Вычисление вычетов 77 


Теорема Пикара утверждает: в окрестности существенно особой 
точки аналитическая функция принимает бесконечно много раз вся- 
кое конечное значение, за исключением, быть может, одного, которое 
называется пикаровским исключительным значением. Если рассмат- 
ривать мероморфные функции, то возможное число исключитель- 
ных значений (включая со } не превосходит двух (см., например, [2, 
ra. VIII, 38]. 


4.78. Проверить теорему Пикара для функций: 
1) е*; 2)е!/*; 3) cos *; 4) tg z; 5) tg?z. 


Найти исключительные значения для каждой из этих функций и 
показать, что эти значения (если они существуют) являются асимп- 
тотическими, т. е. что можно указать хотя бы одну линию, окан- 
чивающуюся в существенно особой точке, вдоль которой функция 
стремится к исключительному значению. 


§ 3. Вычисление вычетов 


В задачах 4.79-4.99 требуется найти вычеты указанных функций 
относительно всех изолированных особых точек и относительно бес- 
конечно удаленной точки (если она не является предельной для осо- 


бых точек). 
Е ь eee em 
о ее 
4.81. =" 4.82. —1 
а (п — натуральное число). Е 
+21 sin 22 =” 
4.83.57). 4.84. Se 4.85. Доре. 4.86. tee 
4.87. -. 4.88. ctg2z. 4.89. ctg2z. 
sin z 1 1 
4.90.1) cos —5; 2) 230055. 4.91. €741/7, 4.92. sin zsin 5. 
z+4z-1 1 
4.93. sin 4.94. соз a 4.95. i (h £ 0). 
pete ees 1 vi 
4.96. z sin = (п — целое число). 4.97. ame 4.98. ery 


4.99. Е (п — натуральное число). 
2 


В задачах 4.100-4.107 требуется найти вычеты каждой из одно- 
значных ветвей соответствующих многозначных функций относи- 
тельно указанных точек. 


4.100. ve относительно точки z= 1. 
4.101. eS относительно точки z= 1. 


V¥2—z41 
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2 


er as 
4.103. \/(z —a)(z — 6) относительно точки 2 = со. 


4.102. 


= е? 1" 7) относительно точки z= 1. 


-а 
4.104. 1) Ln В относительно точки 2 = 00; 
a 
2 z-a 
2) e? Ln относительно точки 2 = с. ` 


& 


4.105. 1) Lnzsin относительно точки z= 1; 


Z- 


2) Ln zcos относительно точки z= 1. 
z- 
Arctg z 
4.106. 82 относительно точек 2=0 и z= о. 
z 
z-a@ 
4.107. 2"Ln (n — целое число) относительно точек z = 0 


Е 
И 2= 00 (при вычислении вычета относительно точки 2 =0 пред- 
полагается, что a #0, BF 0). 


4.108. Разложение функции в окрестности бесконечно удаленной 
точки имеет вид /(2) =с +“ +... Найти res[{f(z)}]e<oo- 
z 


4.109. Найти res [ф(2)}(2)].=а, если ф(2) аналитична в точке a, 
а f(z) имеет в этой точке: 
1) простой полюс с вычетом A; 


бы et 
2) полюс порядка К с главной частью ——~— +... + x 
z—-a 


i 
4.110. Найти гез[ | ‚ если: 
f(z) 1 :=а 
1) а — нуль порядка п функции f(z); 
2) а — полюс порядка п функции f(z). 


1 
4.111. Найти res о ‚ если (2) аналитична в точ- 
кеаи: ae 


1) а— нуль порядка п функции f(z); 
2) а — полюс порядка п функции f(z). 


4.112. Найти тез {f[p(z)]}2=0, если функция (2) аналитична в 
точке а и y'(a) 2 0, а f(C) имеет полюс первого порядка в точке 
с = y(a) с вычетом А. 


4.113. Функция (2) имеет в точке а полюс первого порядка с 
вычетом A, а f(¢) имеет в бесконечности полюс первого порядка с 
главной частью ВС. Найти res { f[yp(z)]}2=0. 


4.114. Функция f(z), принимающая на дуге | окружности |2 — 
—а| = В действительные значения, аналитически продолжена через 
эту дугу по принципу симметрии. Пусть точка z = В (6 # а) является 
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k 
для f(z) полюсом порядка k с главной частью Yo ea 
2 Ga 
Найти гез[{(2)],=в-, где В* — точка, симметричная с точкой 


z = В относительно {. 


$ 4. Вычисление интегралов 
Непосредственное применение теоремы о вычетах 


В задачах 4.115—4.124 вычислить интегралы, считая, что обход за- 
мкнутых контуров происходит в положительном направлении. 


4.115. jaa 1? fae С — окружность 2? + y? = 21. 


4.116. ition где С’ — окружность |z ~ 2] = = 
С 


dz 
4.117. ик где С — окружность |2|=2. 
Де-з-0 ™ py I 
Указание. Воспользоваться тем, что сумма вычетов относитель- 
но всех особых точек (включая бесконечно удаленную) равна нулю. 
342 
8. fin i — ость =. 
4.11 арт» Ге С — окружн |z| 
е? 
4.119. ao dz, где С — окружность |z| = 1. 
4 22-9) 


4.120. ЕЕ [sin dae, где С — окружность |z| =r. 
а 2 


4.121. oa fin? Lay где С — окружность |z| =r. 
oni 2 


1 
4.122. о. z"e?/* dz, где п — целое число, а С — окружность 
па 


[#| = г. 
4.123. ] (+24 22) (е!/* + еМ@-1 4 ele) dy, 
. [#3 
4.124. eda 


sin z(1 — cosz)’ 
|=|=5 


4.125. Вычислить интеграл ря | eat) f(z) 


29(2) 
замкнутый контур, аи, область С, содержащую точ- 


42, если С — простой 
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ку 2 = 0. Функции f(z) и 9(2) аналитичны в замкнутой области С, 

причем функция 9(2} не обращается в нуль на контуре С и имеет 

в области С лишь простые нули а:,а2,...ав, ни один из которых 
не совпадает с началом координат. 


4.126. Пусть f(z) = ®+а2+... + ат”. 
Доказать, что 


: | 2? f(z)|? dz = ай, В". 


27 
|z|=R 


В задачах 4.127-4.130 вычислить указанные 
интегралы. 


1 42 
4.127. ит 
ants Je+z2+i? 
ность |[z| =r. 


1 dz 
4.128. ее 
Рис. 12 а (24 +122 +1 


С — парабола у? = 2, обходимая в сторону возрастания у. 


4.129. sls (a? = ет“) roe a>0, а С — проходимая 


211 J a* sin nz 


где С — окруж- 


а-—18 —— 


(МТ = 1), rae 


снизу вверх прямая х=а, O<a<i. 


1 dz 
Указание. Рассмотреть —- 


<, где конт казан на 
211/] а?зттд’ УРТУ 
¥ 


рис. 12, и перейти к пределу при В-+ oo. 


1 e* dz 
4.130. — {| —— К ия С melee 
Dai ee , где контур интегрирования C указан на рис. 13 


Определенные интегралы 


Если функция }(т) обращается в бесконечность при т=с (a< 
<c< }), то главным значением интег- у 


b 
pana [f@) ах по Коши называется 
@ Гс-Е b 
lim ] т) dx ] т)ат|. 
1 | f(a)de + f f(x) 
a e+e 
Это определение естественным обра- 
зом обобщается на случай криволинейно- 


го интеграла. 


Если функция {(т) непрерывна на всей числовой оси, то глав- 
N 


со 
ным значением интеграла i f({z)dz называется Nim ri f(x) dz. 
00 
од м 


Рис. 13 
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В задачах 4.131—4.138 найти определенные интегралы. В случае, 
если интеграл несобственный и расходится, найти его главное значе- 
ние (если оно существует). 

2т 


4.131. [5 (а>1). Указание. Положить е® = 2. 
2 a+cosy 


2a 
dy 
4.132. етот (a>b>0). 


2п 
dp 
133. | Е 
4.133 [arbre (a >0, b> 0) 
21 а 
4.134. / Е (а — комплекеное число и а # +1). 
F  cos3yd 
4,135, |= (а — комплексное число и а 2 £1). 
J 1 - 2acosy + a? 
2n 
4.136. eee cos (ny — sin y) dp (п — целое число). 
0 


4.137. fe (1 + ia) dx (a — действительное число). 
0 
2п 

4.138. [ots (2 +а) 4х (а — комплексное число и Ima # 0). 
0 

4.139. Доказать, что при b>a>-l 


п/2 
[cos* рсозбрар = —— И __. 
о gen (S50 +1)r(%5 +1) 


a 
Указание. Рассмотреть [e+ ~) 2—1 dz, 
z 
Cc 


roe С — контур, изображенный на рис. 14, 
и устремить радиусы дуг маленьких окружнос- 
тей к нулю. При вычислении интеграла по 
вертикальному отрезку разбить его на два и 
соответствующими подстановками свести их Рис. 14 

к эйлеровым интегралам первого рода; вос- 

пользоваться также известным соотношением между эйлеровыми 


интегралами B(p,q) = eee и формулой Г(р)Г(1 -р) = — 


sin пр” 


6 Л.И. Волковыский и др. 


82 Гл. IV. Ряд Лорана. Особые точки однозначных аналитических функций 


В задачах 4.140-4.146 вычислить интегралы с бесконечными пре- 
делами. 


со 
тах x’ dx 
4.140. ЕЕ 4.141. (a an aye (a > 0). 
-0o 


со 
ах 
4.142. [err (п — натуральное число). 


со со о 
dx 2 +1 
ae TATE (G7 0,b>0). 4.144. [oxi 


dx 
. . 22— . 
4.145 Л Sogn (п > 2 — натуральное число) 


42 
Указание. Рассмотреть интеграл = где С — контур, 
z 


Cc 
состоящий из лучей argz = 0, argz = 2n/n и соединяющей их 
дуги окружности. 


oO 
x 
4.146, [2 de (n> 2). 
0 
Примечание. Метод вычисления интегралов из задач 4.145 
и 4.146 переносится на интегралы от рациональных функций ви- 
да R(x”). 
1 ат ИТЦ 2)! 
4.147. Доказать, что 7 = пи 
A ami J nek (ВЕ (ЕТ п-т! ( 
К — натуральные числа}, где С — прямая, параллельная действи- 
тельной оси и отсекающая на мнимой оси отрезок, равный h (A > 0). 


4.148, Вычислить интеграл slats 
one 4 Th(7 — =) 


число), где С’ — контур предыдущей задачи. 


(К — натуральное 


В задачах 4.149-4.152, пользуясь леммой Жордана (см. зада- 
чу 3.17), вычислить указанные интегралы. 


ZCOS ар тп тат 
р. ато 2) | 8 


со “00 


со 
rsing dz 
oe J a4 de 4 00 


со 
cos az 
4.151. {2 pe ee (аи b — положительные числа). 
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тзшах 
4.152. Е > dx (аи b — положительные числа). 


4.153. Пусть f(z) = е"*Е(2), где т > 0, а функция F(z) обладает 
следующими свойствами: 

1) в верхней полуплоскости она имеет конечное число особых то- 
чек ал, Aa, ..., ав, 

2) аналитична во всех точках действительной оси, кроме точек ху, 
12, ++; Im, являющихся простыми полюсами; 

3) F(z) +0, если #3 и Imz 20. 

Доказать, что 


ле рат оне, a, t= тел = Dien 


где интеграл Иа г: смысле главного НИЯ (относительно 
всех точек ть и с). 


В задачах 4.154—4.158 найти главные значения указанных интег- 
pasos (t — т Чи 


4.154. i 4.155. I 


2— 5a +6 
dx a costa и 
4. sing fee i 
156. Jeet ey CaN 415%. dz. 4.158. | та 


В те. 4.159—4.164 вычислить Е Е (au b— 
положительные числа). 


159. [5 А dr. 4.160. о 4.161. ря а 
х (x? + 6?) 


2 +5 (x? + b*) 


{2 2ах — cos 2br 
dz. 


т? 


4.162. 


0 
со 


Aa) 
4.163. [4 
8 


0 
Указани e., j POCHOMRSOBATHCH 


dz, где кон- 


интегралом i 


тур С ааа на рис. 15. Рис. 15 


+3 
шт 
4.164. ] 3 dz. Указание. Воспользоваться интегралом 
т 


312 _ iz 
(— x sue dz, где контур С указан на рис. 15. 
С 


6* 
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у В задачах 4.165-4.168 вычислить интегра- 
лы, считая, что т? > 0 при x > 0 (это условие 
сохраняется во всех последующих задачах). 

со 
4.165. 1) [2?-*cos ах ах (a>0,0<p<1); 
0 


№ со 
ОР R = 2) ee зтахах (a>0, -l1<p< 1). 
Puc. 16 о 


Указание. Воспользоваться интегралом 
Е 42, где контур С указан на рис. 16. 
с 


со со 
4.166. [ cosa? dz (р>1). 4.167. [ sina? dz (|p| > 1). 
0 


0 
со 


4.168. [== dz (p> >). 
0 


ХР 


4.169. Пусть рациональная функция f(z) имеет полюсы A), Qo, ... 
.... Qn, НИ один из которых не лежит на положительной части дейст- 
вительной оси и не равен нулю, и р — такое действительное число, 


что lim [2?*! f(z)] = lim [2?*"f(2)]=0. 


у 
Доказать, что: 
1) если р не целое число, то 
[= (2) ах = м 
(| =“ е "РУ “res [z? 1 (2) кал; 
<] Е sin 7p >. * 
2) если р — целое число, то 
[2s@) dz =, 
Puc. 17 й =- У. гез [2Р Lnz- f(z)]exa,> 
Е=1 


где Lnz=In|z|+iargz и 0 < argz < 2z. 
Указание. Рассмотреть соответственно интегралы [?fe) dz 
C 
и [? Lnz- f(z)dz, где С — контур, изображенный на рис. 17. 
с со 


4.170. Вычислить == (0<р<1. 
0 
п 


4.171. Доказать, что Г(а)Г(1-а) = = (0 <а<1). 
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Указание. Воспользоваться известным соотношением между 
эйлеровыми интегралами Г(а)Г(5) = Г(а +6)B(a, 6) и произвести в 
1 


интеграле, определяющем бэта-функцию B(a, b) = ford — x)! da, 


замену переменной, положив г = у/(1-+ 9). 

Примечание. Соотношение, доказываемое в задаче лишь для 
действительных чисел а, заключенных в интервале (0, 1}, справедли- 
во для всех комплексных чисел. При z = —n, где п — натуральное 
число, обе части равенства обращаются в OO. 


В задачах 4.172-4.174 вычислить указанные интегралы. 


ТР ах 


2 (-1<р<3). 


4.172. lie (-l<p<l). 4.173. ae 


oOo 

P dr 
а Ра | 
3 [тезтаыхч Аа 


4.175. Пусть рациональная функция f(z) имеет Ha положитель- 
ной части действительной оси полюсы лишь первого порядка fy, 
Bo, ..., Bm, а среди других ее полюсов 04, Og, ..., аи (если они есть} 
нет равного нулю. Пусть далее р — такое действительное число, что 


lim [2?** f(z)] = lim [z?*" f(z)] = 0. 


Доказать, понимая под интегралом его главное значение, что: 
1) если р не целое число, то 


[rie dz = 
оо етим te5 [2"F(a)ecay ~ повар» АР тез f(z) expr: 


sin 7. 
P k=1 k=1 


roe cz? >0 при #>0; 
2) если р — целое число, то 
со 


[27 (а) ат = 
0 т 
= о И) а Al (In By + 72) res [f(z)|-=4,3 
k=1 k=1 
ветвь Ln z выбирается так же, как в задаче 4.169. 
В задачах 4.176-4.178 вычислить главные значения интегралов. 


4.176. [SS . aarr. ет. 
eee ae 
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= 0 <р<1. 


со 
x? dx 
4.178. ites (-1<р<0). 4.179. ie т 
В а 4.180--4.186 вычислить указанные интегралы. 


sso. | Е dx (-l<p< 2). Указание. Рассмот- 


1- р > 
реть нае dz, где С — указанный на рис. 18 контур, orpa- 


(1- =) я 
ничивающий двусвязную область, 
у и перейти к пределу при В -+ oo. 


ее 
т P(1 — 2)? 
4.181. [а (-1 < 


<p< 2). 
A 
Wo a Указание. Доказать, что 
1-Р 
я z 1-2 
lim ( ) dz = 2mie~P™' 
R00 1+ 2? 
Cr 
Bua is где Св — обходимая в положитель- 


ном и окружность |2|= 


2(1 — х)Р ах 


м [= (1+ 2)? 


(-1<p< 2). 


4.183. joey И. 
0 


4.184. (oy 2 (-1<p<1l, a>0). 
0 


is 1-2] — pp 
4.185. pore OY de (ар), 
1 


1 
dx 
4.186. Е 
ie +1)%/r?(1 — 2) 


т 
4.187. Вычислить интеграл louvres где V1l-—2? >0 
т-а 
“1 


\V1 — 2?’ 
при -1<х<1, а — комплексное число и а = +1. Найти, в част- 
ности, значения интеграла при а = +е® (0 <а < т) a = iy 


$4. Вычисление интегралов 87 


и —-1<а< 1 (главное значение). 
1 


Р-1(1 —х)-Р 
4.188. Вычислить интеграл Ее 


5 dz, где о<р<Ь, 


0 
b — комплексное число un b40, DF 1. 


4.189. Вычислить интеграл ] (п = 2, 3, ...). 


dz 
: М1 — 1" 
dz 
Указание. Рассмотреть интеграл y= где С — контур, 
с 


состоящий из разрезов по радиусам-векторам точек 1, w, и)2,..., ыП-1, 


Рис. 19 Рис. 20 


где w = е?"", и окружности |2| = В > 1. (Этот интеграл может быть 
вычислен и с помощью бэта-функции Эйлера.) 


В задачах 4.190-4.195 вычислить интегралы (а > 0). 


шп тах 
4.190. |: pq?" Указание. Воспользоваться интегралом 
a2 


[#5 где контур С указан на рис. 19. 
ы Zz +а- 


oo oo 
In? x dz ш гах ш хах 
4.191. f =. 4.192. | Taare ar 4-193. Е 


1 

1 4. 

4.194. fr (- - г) т = =. Указание. Вычислить действи- 
т i Fi 


1 d 
тельную часть интеграла fin (; — z) т та 3, где С — контур, ука- 
занный на рис. 20. 


ах 
z+a 
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4.196. Пусть f(z) — рациональная функция, не имеющая полю- 
сов на положительной части действительной оси и в точке 2. = 0, 


причем f(z) = o(=) при z — oo. 
erode что 


IF Ра? => ae ne gma, 


где а! = -Ъ, a Gg, Q3, ..., An — по- 
люсы функции f(z), отличные 
ot —1,u Lnz=In|z|/+iargz,0< 


у 


Kg argz < 27. 
Указание. Рассмотреть ин- 
_ Ff) 
теграл —— - dz, где кон- 
р о. Lnz— ла ь 


тур С указан на рис. 21. 


Рис. 21 
В задачах 4.197-4.199 вычис- 
лить интегралы, считая, что а > 0 ип — натуральное число. 
foe) 
4.197. 1) И yi 2) и: 
J ae + т?) 4 (1? + a?)(In* 2 + п?) 


ах 
4.198. i 
J (x? + a2)[In? 2 + (2n + 1)?2n?] 


Указание. Воспользоваться интегралом 


1 


1 1 1 
[are Ferescresye a Ln z — (2n —1)ni a 
ы Lnz + (т ~ т 


Jaz, 


где контур С' указан на рис. 21, а ветвь Lnz выбрана Tak же, как в 
задаче 4.196. 


4.199. [ de | 
4 (22 + a?)(In* х + 4n?x?) 
Указание. Воспользоваться интегралом 


1 1 1 1 
Джа Lnz — 2171 + Ln z — (21-2) Ss Ln z + (Qn — 2)ni ae) 


где контур C указан на рис. 22, а ветвь Lnz выбрана Tak же, как в 
задаче 4.196. 
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Рис. 22 Рис. 23 


4.200. Пусть f(z) — рациональная функция, не имеющая полюсов 
на незамкнутом контуре С', начальная точка которого а и конечная 6. 
Доказать, что 


[fo )dz = Dres|s f(z)Ln = 


где суммирование производится по всем полюсам функции f(z), от- 
личным от со (выбор однозначной вне С’ ветви логарифма произ- 
волен). 


Указание. Рассмотреть ane Ln= 


=] + res| f(z)Ln a 


* dz, где контур Г, orpa- 


ничивающий двусвязную облас указан на рис. 23. 


В задачах 4.201-4.205 найти указанные интегралы, считая чис- 
ло а действительным. 


ах 
4.201. И (O<a< 2). 
e™ dz 
Указание. Воспользоваться интегралом А, 
о a2) 
где С — прямоугольник с вершинами —R, А, В+ 31% —R+ 21%. 


sin az ах 
4.202. [Sg : Указание. Воспользоваться интегралом 
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Рис. 24 


ей? Zz 
{i где контур С указан на рис. 24. 


4.203 jee 4.204. le 
-203. | — ~—. —. 
0 
4.205. (ge dx (-п<а<т). 
Указание. Воспользоваться интегралом 4 ae где С — 
Cc 
граница прямоугольника —a < Rez <a, 0O<Imz<il. 
Г xsingdz 
Указание. Воспользоваться интегралом fe es где С — 
граница прямоугольника —л < Rez < 0< Ima h, и перейти к 


пределу при h -+ oo. 


Интегралы, связанные с формулой обращения 
преобразования Лапласа 


Отсюда и до конца параграфа предполагается, что t > 0, Cy — 
прямая Rez =a > 0, проходимая снизу вверх, причем a выбрано так, 
что все особые точки подынтегральной функции расположены влево 
от Ст. 


4.207. Доказать, что если f(z) + 0 при Пи 2 — too, a, < Rez < 
<За2 и функция f(z) аналитична в полосе a, < Rez < ae, то интег- 
рал [f@ dz, где С — прямая Rez = а, не зависит от выбора a, 


Cc 
если а; CAL ag. 


Е 


————А——————А——————— Аи. 
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В задачах 4.208—4.213 найти интегралы (п — натуральное число). 


at z 
4.208. 1) = — (5S oe [se (#2 = e# ty, 


gntl? 911 ntl 
1 С 
1 e*! dz e*! dz 
-.209. — | ———. +. 
ыы ani J (2-а)т+ ean: Ini ees 
Cy С! 
1 хе? dz e*! dz 
421i) ay ee я | FEST 2(22+1)° 
С C1 
4.212 a ide 4.213. a ee 
=. ant J (z -—a)(z—b)(z-—c)" me z(zt+1).(z+n)’ 
1 1 


(см. примеча- 


4.214. Пользуясь тождеством Г(2)Г(1 -— 2) = 


sin 72 
ние к задаче 4.171) доказать, что при Rev <0 
1 e* dz 1 
sail a = Го!) где контур Y указан 
4 
на рис. 25. 
Примечание. Так как интеграл Рис. 25 
1 e* dz В. >0 
53 / Sar сходится и при Rev > 0, To он продолжает аналитически 
a 1 
функцию тео на всю плоскость. 
1 e**dz +” 
4.215. Доказать, что при Rev > -—1 a [= = Tern 
С 
В задачах 4.216-4.227 найти указанные интегралы. 
et dz 1 e*! dz 1 e*! dz 
4.216.1 И 4.217. — | 
ie [cee ) ony Viti ona 2/1+2 
1 1 
et 2 -пЕ 
4.218. Уи ее 4.219. + [Shee 
ani J (21/22 211 2+1 


С 
р et (1 =. e702)? 
4.220. ami J <n * "dz (a > 0). 
1 


1 27 dz 
4.221. — к {а > 0). Указание. Воспользоваться 
п 2(1—е`— 9?) 


1 mx —а= —2az 
разложением ТЕ =l+e +e ЭР 
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1 ett -tvz ie 
4.222. — [=— dz (= > 0). 
21: z 
Cy 
Указание. Заменить С! конту- 


ром, указанным на ты 26. 


e* shr У 
4.223. + {Se dz (a>r> 


rz shaW/z 
C1 
> 0). 
at 
4.224, 1 [Be az. 
21: z 
Cy 
4.225, 1 fein (245) a. 
273 Zak 
С 
oe z—at/z 
Fees26 4.226. far fs 5 dz (a>0). 
z 
о Cy 
Указание. Переменить порядок интегрирования. 
bz оо 
4.227. = [= ата (а > 0, 6 — действительное 
C7; 0 
число). ла 
Указание. Воспользоваться тем, что р dz = 0 при и > 0. 


Cy 
4.228. Исходя из разложения в ряд функции Бесселя 


т со и ик 
We) = ames y ey (5) 


доказать интегральные представления (y — контур, указанный в 3a- 


даче 4.214); 
1 еб? 2/46) 
) 5 faa = (2) №) 
% 
1 067271148) 2\¥ 
2) am | oa = (=) We) (Rev > -1). 
1 


Указание. Разложить в ряд функцию е-2’/49 и poe 
пользоваться решением задач 4.214 и 4.215, 


4.229. Доказать, что при Rez > 0 


1 izsin C-iv 
Лад = = feline ae, 
Г 


где Г — контур, указанный 
на рис. 27, и получить отсюда, что если Рис. 27 
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п — целое число или нуль, то 
Jn(z) = = / cos(zsin ¢ — n¢)d 
0 
В задачах 4.230-4.232 найти интегралы, содержащие функции 
Бесселя. 
oO 
4.230. Деле (Rez > 0, п — целое число}. 


0 
Указание. Воспользоваться интегральным представлением пре- 
дыдущей задачи и изменить порядок интегрирования. 


4.231. 1) [ Jolat) cosbidt; 2) О sinbtdt (аи — поло- 
a 


0 
жительные числа) . 


foe) 
4.232. [costa a 


0 
Указание. Воспользоваться тем, что 


2,2 
sin ut = vat 1 erat /(42) 
= Rn) = Чая | Tae 


1 


dx (t > 5). 


(см. задачу 4.228), и изменить порядок интегрирования, 


Асимптотическое поведение интегралов?) 


4.233. Пусть аналитическая функция y(z) имеет слева от С: 
лишь конечное число особых точек, причем все они — полюсы, и 
y(z) — 0 при = — си Rez < а. Обозначим 


HO) = эт / ©") dz 


Cy 
Найти jim f(t). Рассмотреть различные случаи расположения по- 
400 


люсов относительно мнимой оси. 
Указание. Воспользоваться леммой Жордана (см. задачу 3.17). 


4.234. Пусть аналитическая функция (2) имеет слева от С1 ко- 
нечное число особых точек и (2) — 0 при z > сои Rez < а. 


3) По поводу задач этого цикла, а также по вопросу применения асимпто- 
тических оценок и других методов их получения см., например, [3, гл. V, $3]; 
Фукс Б. А., Левин В. И. Функции комплексного переменного и некоторые их 
приложения — M.: Гостехиздат, 1951. — Гл. IV; Евграфов М. A. Асимптотичес- 
кие оценки и целые функции. — М.: Физматгиз, 1962. 
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Доказать, что при больших значениях $ имеет место асимптоти- 


ческое равенство | 
рек [fe dz~ У. res [e*'y(z)], 


Cy 


где сумма берется по всем особым точкам y(z) с неотрицательной 
действительной частью. 


Нримечание. Функции f(t) и F(t) асимптотически равны 
при # — со (f(t) ~ F(t), если Jim LO =1, 
со 


F(t) 
4.235. Исследовать асимптотическое поведение при $ + со функ- 
ЦИИ at 
ft)= {== (Rea > 0). 


21: 22(2 + а)3 
Я Е +а) 


4.236. Найти и — выражение при t + oo функции 
—V27420z 


t 
= 29 af б-опузчзы ил) М 22 + 2az 
е \/=2 + 2а2 > 0 при z > 0. 


Указание. Заменить контур С! контуром, изображенным на 
рис. 26, и доказать, что интегралы по дугам окружности и ло от- 
рицательной части действительной оси стремятся к нулю при $ -$ со. 

со 


dz (> а>0), 


Ряд уз a называется асимптотическим разложением функ- 
n=0 k 
yuu f(z) при 2 — со, если tim, 2" fe) - 4 = 0 (k = 0,1, 2,...). 
(Отсюда не следует сходимость ряда.) mer 
Рассматривают часто также асимптотические разложения более 
общего вида. Пусть {49»(2)} — произвольная последовательность 
Чт (2 | 


функций такая, что lim 
ZOO 


удовлетворяющая условиям 


=0, а {и„(2)} — последовательность, 


Ип(2) 


im 0. Tm > 0. 
zoo 4(2) 2-00 (2) 

со 

Ряд У с„ип(2) называется асииптотическим разложением функ- 
n=0 
со 
ции f(z): 
(2) H(z) ~ Yo ential), 


n=0 


lie) - Зои] =0 (#'=0,1,2,...) 
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Часто в качестве последовательности {p,(z)} выбирают последо- 
вательность {1/z%"}, где a, — положительные действительные чис- 
ла, монотонно стремящиеся к со. 


4.237. Доказать, что при х > 0 
CO zt 
e 1 2! 4! ! 
0 


Указание. Воспользоваться равенством 


1 (-1)"71 2"? 
— =1-P +H ~..4 (О 4+ LE 
1 + р + в ( ) + 1 + 2 

и оценить остаточный член. 
4.238. Доказать, что при x > 0 
Fert |. оо 
п 
| —dt~ = G+ 5~.. + (-1) Pot 


z 
Указание. Интегрировать по частям и оценить остаток. 


4.239*. Доказать, что при х > 0 
Ре-=— 2 (п- 1)! 
/ : dt~-(= +544 ЕЕ i 


gn 


—z 
где под интегралом понимается его главное значение. 
4.240. Доказать» что ape о значениях т 
pea. —т у ДП ’ 
—с 
где под интегралом понимается его главное значение. 
4.241. Доказать, что при действительных значениях х 
еее 1 +n\1 
a п 
dia’ r(*)= (a>-1, B>0), 
BAB Ia 
n= 


где при xz > 0 под интегралом понимается его главное значение. 


4.242*. Доказать, что 
И JE? 1 1 13 18:5 
27-Е dt ~ У“ е? - (5-- ый i =) 
fe 2 © Be Beg gags т 9] 


причем знаки + или — берутся соответственно тому, будет Rez > 
> 0 или Rez < 0. Если Rez = 0, то слагаемое перед скобкой можно 
опустить. 


4.243. Найти асимптотическое разложение функции 


= sf PEE > 


+ 


Найти также разложение f () при малом +. 
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Указание. Заменить С\ контуром, указанным на рис. 28. Для 


Fe * Jada 


получения асимптотического разложения интеграла у ИИ 
24 yy? 


Рис. 28 Puc. 29 


воспользоваться указанием к задаче 4.237. При малом $ следует Cy 


выбрать так, чтобы & было больше w, и разложить в ряд. 


22 +? 
4.244. Доказать, что 


= 4 1 (#1) ue Mee (4). 


4.245. Найти асимптотическое разложение функции 


e*t dz 3/2 
Но = вы зай) (2°'°>0 при z> 0). 
С 


Получить также приближенную формулу для f(t) при малом $. 
Указание. Для получения асимптотического разложения заме- 


3 
нить С. контуром, указанным на рис. 29, где 21 = -> + we, 12 = 
1 
аи a . При малом ¢t абсциссу прямой С\ следует взять больше 
ng 


§ 5. Распределение нулей. Обращение рядов 
Теорема Руше 


В задачах 4.246-4.247, пользуясь теоремой Руше, найти количест- 
во лежащих внутри круга |2| < 1 корней данных уравнений. 


4.246. 29 — 226 + 22 —82—2=0. 
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4.247. 225 — 23 + 322 -2+8=0. 4.248. 27—52 +72 -2=0. 

4.249. Доказать, что если во всех точках контура С' справедливо 
неравенство 

|a,z*| > lag taiz+...4+ ака" paps Ye at Anz" |, 

то многочлен ао + а12 +... +а„2” имеет k нулей внутри контура С, 
если точка х = 0 лежит внутри этого контура, и не имеет нулей, если 
она лежит вне контура С. 

4.250. Сколько корней уравнения 2“ -—52+1=0 находится: в 
круге |2| < 1; в кольце 1 < |2| < 2? 

4.251. Сколько корней уравнения =“ — 82 + 10 = 0 находится; в 
круге |z| <1; в кольце 1 < |z| < 3? 

4.252. Сколько корней имеет в круге |z| < 1 уравнение 


k+1 


2” + оо? + 12 + аз =0, 
если || > lar] + |[а2| +1 (п — натуральное число)? 

4.253. Сколько корней имеет в круге |z| < 1 уравнение z = (2), 
если при |2| < 1 функция y(z) аналитична и удовлетворяет нера- 
венству |y(z)| < 1? 

4.254. Сколько корней имеет в круге |2| < 1 уравнение 

е* — 42"+1=0 (п — натуральное число)? 

4.255. Сколько корней имеет в круге |2| < В уравнение e* = az” 

(п — натуральное число), если jal > ей /В" ? 


4.256. Доказать, что уравнение z = A —e7* (Л > 1) имеет в пра- 
вой полуплоскости единственный (и притом действительный) корень. 


4.257*. Доказать, что, как бы мало ни было р > 0, при доста- 
+ 


222 0 7 onl zn 


точно большом п все нули функции f,(z) =1+ Z + 
z 


находятся в круге |2| < р. 
4.258. Доказать, что если р < 1, то многочлен 
P,(z) =1+22+ 322 +... + па”! 
при достаточно большом п не имеет корней в круге |2| < р. 
Указание. Воспользоваться методом решения задачи 4.257. 


Принцип аргумента 


4.259. Функция (2) мероморфна в области G и аналитична на ее 
границе С. Доказать следующие утверждения: 

1) если |(2)| < 1 на С, то число находящихся в области G корней 
уравнения (=) = 1 равно числу полюсов функции (2) в области С; 

2) если |y(z)| > 1 на С, то число находящихся в области G корней 
уравнения ф(=) = 1 равно числу нулей функции (2) в области G; 

3) утверждения 1) и 2) остаются справедливыми, если уравне- 
ние (2) =1 заменить уравнением (2) = а, причем jal >1 в слу- 
чае 1) и fal <1 вслучае 2). 


Т Л.И. Волковыский и др. 
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4.260. Пусть ни один из нулей многочлена 
P,(z) = 2” +а127`1 +... + On 
не лежит на мнимой оси. 

Доказать, что когда точка 2 пробегает сверху вниз мнимую ось, 
приращение аргумента P,,(z) равно kz, где & — целое число той же 
четности, что и п, причем [kl < п. 

Доказать, что при этом многочлен P,,(z) имеет в правой полуплос- 
кости (п + k)/2 нулей. 

Указание. Представить P,,(z) в виде 

—_ yt a) 
P,(z) = z (1+ a+ + SB) 
и применить принцип аргумента к полукругу |2| < В, Rez > 0, 
при достаточно большом В. 


4.261. Найти количество корней многочлена 
26+ 28 + 62“ + 523 + 822 +42+1 
в правой полуплоскости. 


4.262. Найти количество корней уравнения 
24 4 223 + 32 424+2=0 
в правой полуплоскости и в первом квадранте. 


4.263. Сколько корней в каждом квадранте имеет уравнение 
224 — 323 + 322 -z+1=0? 


4.264. В каких квадрантах лежат корни уравнения 
244 23 + 422 +2; +3 = 0? 


4.265. Доказать, что число корней уравнения 
2" + 22" + 8 =0 
(a и В — действительные числа, a #0, B40; п — натуральное 
число), имеющих положительную действительную часть, равно п, 
если п четное. Если же п нечетное, то число их равно n—1, 
если а > 0, ип - 1, если а < 0. 

Указание. Рассмотреть приращение агр(2?" + а?" -1 + 0?), 
когда точка 2 описывает границу правого полукруга большого ра- 
диуса, 

Если коэффициенты многочлена 

P,(z) = 2" +2" +... + ап-—12 +n | 
зависят непрерывно от действительных параметров a, Д, то для то- 
го, чтобы найти зависимость числа нулей P,(z), расположенных в 
правой полуплоскости, от параметров, можно поступать следующим 
образом (исходя из того, что каждый нуль непрерывно зависит от 
коэффициентов многочлена). 

Построить в плоскости a, В линии P,(ir)=0 (т — действитель- 
ный параметр), т. е. линии, для точек которых среди корней много- 
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члена имеются чисто мнимые корни (или нуль). Эти линии делят 
плоскость а, В на области, в каждой из которых число нулей P,,(z) 
с положительной действительной частью постоянно. Это число мож- 
но найти, взяв произвольную точку соответствующей области и 
применив к ней, например, метод из задачи 4.260. 


В задачах 4.266-4.268 определить области плоскости a, В, в кото- 
рых число корней соответствующего многочлена Р(2), имеющих по- 
ложительную действительную часть, постоянно; найти для каждой 
области это число т. 

4.266. P(z) = 23 + а2? + аз + В. 

4.267. P(z) =z? +а2? + 6z+1. 

4.268. Р(2) = 23 +(а+В)2? + (а - В)2 +а. 

4.269. Пусть f(z) = Р„(2) + От(2)е_*", где т> 0; Pr(z) и 
Q(z) — взаимно простые многочлены, причем п > ти f(z) не име- 
ет нулей на мнимой оси; М — число нулей многочлена P,,(z) в правой 
полуплоскости. Доказать, что для того, чтобы функция f(z) не имела 
нулей в правой полуплоскости, необходимо и достаточно, чтобы точ- 
= Qm(z) e7T? 

Pr(z) 
точку w= 1, в то время как точка 2 обходит снизу вверх всю мнимую 
ось (если P,(z) имеет нули на мнимой оси, то при движении точки 2 
по этой оси следует нули Р‚ (2) обходить справа по полуокружностям 
достаточно малых радиусов). 


каш = обходила № раз в положительном направлении 


В задачах 4.270-4.272, пользуясь теоремой задачи 4.269, найти об- 
ласти в пространстве коэффициентов а, b (т. е. в плоскости a, J), 
для которых все нули соответствующих функций лежат в левой по- 
луплоскости, полагая, что т > 0, аи b — действительные числа. 


4.270. зта+фе"*. 4.271. 22 + ад + Ве-"*. 


4.272. 22 + (az +Бе-"”. 
4.273. С помощью теоремы Руше доказать, что если функция 
w = f(z) в окрестности точки 2о имеет разложение 


f(z) = шо + ск (2 — 2%) +... (ex #0, КРИ, 


то при достаточно малом г > 0 существует такое р > 0, что любое 
значение w 7 шо из кружка |ш — wo| < р принимается в точности 
k раз в кружке |2 — 20| < г, и притом в различных точках. 

4.274. Пользуясь результатом предыдущей задачи, доказать, что 
аналитическая функция обладает свойством сохранения области. 

4.275. Пользуясь результатом предыдущей задачи, доказать для 
аналитической функции принцип максимума модуля. Доказать, что 
этот принцип справедлив для произвольных непрерывных отображе- 
ний w = f(z), сохраняющих область. 


7* 


100 Гл. ГУ. Ряд Лорана. Особые точки однозначных аналитических функций 


4.276. Доказать, что если в условиях задачи 4.273 k = 1, т. е. 
}' (20) £0, то функция f(z) устанавливает взаимно однозначное и кон- 
формное соответствие между некоторой односвязной окрест- 
ностью точки 20 и кружком | — wo| < р. 

Указание. Рассмотреть в кружке | — | < р функцию 2 = 
= f-'(w). 

4.277. Доказать, что если в условиях задачи 4.273 k> 1, To 
функция w = f(z) отображает взаимно однозначно некоторую одно- 
связную окрестность точки 2о на К-листный круг с центром в точ- 
ке Wo. 

4.278. Распространить теоремы, доказанные в задачах 4.276- 
4.277, на случай, когда точка 2о является простым или кратным по- 
люсом функции f(z). 

4.279. Доказать, что если разложение функции f(z) в окрестнос- 
ти бесконечно удаленной т ne ВИД 

Де) = ААА. 
то некоторая окрестность Е НОВ точки может быть 
взаимно однозначно и конформно отображена на однолистный круг, 
если A, #0, и на К-листный, если A, = Ap =... = Ap-1 =0и Ay 20. 


Обращение рядов 


4.280. Пусть F(z) = z-a-—wf(z), причем функция f(z) анали- 
тична в точке z = а. Пользуясь теоремой Руше, доказать, что при 
достаточно малом |w| существует круг К с центром в точке z = a, в 
котором функция F(z) имеет только один нуль (простой). Показать 
также, что если f(a) = 0, то при соответствующем выборе значе- 
ния и любая точка из некоторой окрестности точки = = а может 
стать нулем функции F(z). 

4.281. Пусть 2 = 2(%) — однозначная функция, определенная при 
достаточно малом |ш| уравнением 2 —а-— ш{(2) = 0, функция f(z) 
аналитична в точке 2 =аи f(a) #0. Доказать, что для всякой функ- 
ции $(2), аналитической в точке 2 = а, при достаточно малом || 
имеет место разложение 

z 
wt = 8+ = ОНО 

Geet ae Если SeosiadnTE: через С окружность круга К, 
в котором уравнение 2 -а-— и ) = 0 имеет только один корень 
(см. задачу 4.280), то 

Ф(=) = Shere 7(6) &(¢) ас. 
1-ш/ (2) Imi J с-а-и КО 

Разложить далее подынтегральную функцию в ряд по степеням w 

и оценить остаточный член. 
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4.282. Пользуясь обозначениями и задачи, доказать 


со 
формулу Лагранжа &(z) = O(a) + a at ———; {®'(a)[f(a)]"}. 
n=1 
Получить отсюда, в частности, разложение самой функции z = 


= z(w) в ряд Тейлора. 
Указание. Применить к функции Ф{(2)[1 — ш}'(2)] решение пре- 
дыдущей задачи. 


4.283. Разложить в ряд по степеням w каждую из ветвей функ- 
ции z(w), определенной уравнением w = 22 + 22 (для одной ветви 
2(0) = 0, для другой 2(0) = —2). 

4.284. Разложить в ряд по стеленям w ветвь функции z = z(w), 


В z-a в 
определенной уравнением ш=2 -—, для которой 2(0) = а. 
2 


—1 


4.285. Исходя из определения полиномов Лежандра P,(z), с по- 


1 


мощью производящей о (см. задачу 3.108) до- 


ИР 
1 
т 4 = (г? - 1)". 


Указание. В условиях задачи 4.284 применить формулу Лагран- 
1 1-2 
жа к функции O(z) = ——. = 


V1 — 2аш + w? 22 — 2а2 +17 


4.286. Функция z = z(w) определена в окрестности точки w = 0 
равенством w = ле “*. Разложить в ряд по степеням w: 


1) z(w); 2) eb), 
4.287. Разложить по степеням и функцию 2 = 2(и), определен- 


ную в окрестности точки w = 0 уравнением Кеплера 
z-a=wsinz (a £0,+7,+2r7,...). 


казать, что P,(z) = 


4.288*. Определить радиус сходимости полученного в предыду- 
щей задаче разложения z(w) в случае, когда а = п/2. 

4.289. Доказать следующее обобщение теоремы Лагранжа. Пусть 
f(z) и y(z) — функции, аналитические в окрестности точки а, С — 
окружность с центром в точке а радиуса г такая, что во всех ее точках 


laf(z) + Вф(2)| < т. 
Если ®(¢) — аналитическая функция единственного корня урав- 
нения z—a—af(z)— Bp(z) =0, то 


= (ааа), 


где суммирование распространено на все т и п, кроме m =n = 0. 


| 


ГЛАВА У 


РАЗЛИЧНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ. 
ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


$1. Функциональные ряды 


В задачах 5.1-5.10 найти области сходимости данных рядов. 
оо со со 
я 1 ет (Е п)1т 
5.1.5 AC чт): 5-2. +=). 5.3.) J. 
n= n= n= 


~ zinn = sin nz vn (-1)" va 2” 
poe Е ze ae 5.6. 5) 5-7. Хот: 


n=0 n= 


2 n 


oo a ee. п 
z 2 id 
а 5.9. У в ео 


n=0 


oo oO 

5.11*. Доказать, что если ряд У ак сходится, то ряд oS 
n=1 со n=1 

сходится всюду, где |2| 41; если же ряд У an расходится, то 


n=l 


an 
1-2 


со 


со 
n 
anz 
ряд у т = =. сходится в круге сходимости ряда > аз=” и рас- 
n=1 n=l] 
ходится вне этого круга. 


со п 
5.12. 1) Разложить в ряд по степеням 2 сумму ряда > т а 
найти радиус сходимости полученного ряда. ВР: 
© п 
z z 
2) Доказать, что при fz} < 1 Ye) = qe oy где 


n=1 
y(n) — количество тех натуральных чисел, меньших п, которые вза- 
имно просты с п. 
Указание. Воспользоваться известным в теории чисел соотно- 
шением › ф(п) = т, где п пробегает значения всех делителей чис- 
ла т, включая 1 и т. 


ее oo 
1 1 
5.13. Разложить функцию ((2)= У. = У. e’'™" (дзета-функ- 
n=1 n=l 
ция Римана) в ряд Тейлора в окрестности точки z= 2 и найти pa- 
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диус его сходимости. 


В задачах 5.14-5.17 найти суммы данных рядов (|2| 4 1). 
oo 
1 1 
5.14. >. Ce ы aaa) 
n=1 
©. 9) 2” 
5.15. >. а-=а-75. Указание. Умножить числитель и 


знаменатель на (1 - 2). 


grat 


oo оп oO 
z Zz 
5.16. a eee 5.17. LS 
n=1 Пе +2? ) n=l 
k=0 


5.18. Доказать предложения: со 
1) для равномерной сходимости ряда >> fn(z) на множестве Е 


n=1 
необходимо и достаточно, чтобы для любого = > 0 существовало 
такое число N = N(e), что для всех п > №, всех 2 ЕЕ и любо- 


n+p 

го натурального числа р выполнялось неравенство | у fe(2)| <Е; 
oe k=n+1 

2) из равномерной сходимости ряда › \fn(z)| на множестве Е 


n=l 
следует равномерная сходимость на этом же множестве ряда 


У: 


5.19. Найти множества, на которых равномерно сходятся данные 
последовательности: 


Wie ee 


5.20. Доказать: для того чтобы последовательность непрерывных 
функций { ]„(2)} равномерно сходилась на ограниченном замкнутом 
множестве Е, необходимо и достаточно, чтобы эта последователь- 
ность сходилась во всех точках этого множества и чтобы она схо- 
дилась непрерывно во всех предельных точках множества Е, т. е. 
чтобы для всякой последовательности точек 2„, принадлежащих мно- 
жеству Ё и сходящихся к точке 2о, 


Jim, fnlen) = f(20)- 


В задачах 5.21—-5.25 найти множества, на которых равномерно схо- 
дятся данные ряды. 


Co со 
1 1 = | 
5.21. хе =). 5.22. =". 
n= 


n=0 
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со ©. ©. 
—2 шп sin nz sin nz 
5.23. Se . 5.24. 2 „=“. 5.25. >. —. 


n=1 


5.26. Доказать, что ряд > = равномерно сходится в замкну- 
п 
n=1 
том круге |2| < 1. Будет ли сходиться равномерно в круге |2| < 1 
ряд, полученный почленным дифференцированием? 


—1 
5.27. Доказать, что ряд хе Си сходится равномерно в лю- 


бой конечной части плоскости, | и oe удалены круги сколь угод- 
но малого радиуса р с центрами в точках z = 0, —1, —2, ... 
Доказать также, что этот ряд ни в одной точке не сходится абсо- 
лютно. a 
2 
5.28. А что ряд y — сходится равномерно в интерва- 
n 
n=1 


ne в этом же интервале сходится, но не рав- 


номерно. ты а ряд se — в интервале (—1,0) нельзя ма- 


n=1 
жорировать сходящимся числовым рядом.) 


Примечание. Настоящий пример показывает, что достаточ- 
ный признак равномерной сходимости Вейерштрасса не является 
He UG OTE MEET 


5.29. 1) Pag у Е сходится абсолютно при |2| > 0, [агё z| < 
n=0 
п/4 (эти значения 2 He исчерпывают всей области абсолютной схо- 
димости, которая, как легко видеть, состоит из точки z = 0 и внеш- 
ности лемнискаты |1 + 27| = 1). 
Доказать, что ряд в указанной области сходится неравномерно. 
Примечание. Это показывает, что даже из абсолютной сходи- 
мости ряда в замкнутой области не следует равномерная сходимость. 


(-1)"z 
2) Доказать, что в этой же области ряд ри a+ ayn 
=0 
номерно и абсолютно, но не абсолютно равномерно (т. е. ряд из мо- 
дулей не сходится равномерно). 


сходится рав- 


xO 
5.30. Доказать, что если ряд У. |fn(z)| сходится равномерно во 
n=l 
всякой замкнутой области, внутренней по отношению к области G, 
со 
то этим же свойством обладает и ряд > (fi (2). 
n=l 
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$ 2. Ряды Дирихле!) 


со 
Ряд вида > ane”, где а, — комплексные коэффициенты 
n=1 
и An — положительные числа, удовлетворяющие условиям 


А <^2<... и lim An = с, 


FOO 


называется рядом Дирихле с положительными показателями. 


5.31. Доказать, что если ряд Дирихле сходится в точке 2% = хо + 
+1Yyo, то он сходится во всех точках полуплоскости Rez > Re Zo, при- 
чем сходимость равномерна в каждом угле farg (z — 20)| < 0 < 7/2. 

Указание. Применить преобразование Абеля к сумме 


q q 
) ane n? = > ада PRE Анк 


и воспользоваться неравенством (а <b, z=x+ity) 


[2 
[2-9 I, =" = [в feo da| < ето = е_ 82). 


5.32. Доказать, что если ряд Дирихле сходится абсолютно в точке 
2 = 20, TO OH сходится абсолютно и равномерно в полуплоскости Rez > 
2 Ве 20. 


Из теорем, сформулированных в задачах 5.31 и 5.32, следует, что 
областью сходимости ряда Дирихле (если таковая существует) яв- 
ляется полуплоскость Rez > хе (т. 2 —0O), а областью абсолютной 
сходимости (если таковая существует) — полуплоскость Rez > ха 
(т. > —0), причем ряд либо сходится абсолютно на всей прямой 
Rez = га, либо не сходится абсолютно ни в одной точке этой пря- 
мой. Числа тс и т. называют соответственно абсциссой сходимости 
и абсциссой абсолютной сходимости ряда Дирихле. 


В задачах 5.33-5.39 найти абсциссы сходимости (хе) и абециссы 
абсолютной сходимости (та) данных рядов. 


oo oO n 
5.33. Sree. 5.34. У. cu eo zininn, 


n=0 n=2 
со a SS 
5.35. у. ели. 5.36. See ee 
n=2 . n=2 
со a : oe : 
йе—21 —2 шп e" zn 
eats dV cae ap De RS Sai: ee, 
n= = seat 


1) По поводу приводимого цикла задач см., например, [2, гл. IV, § 2]. 
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р . Inn — Ша 
5.40. Доказать, что если lim —— =0, To хе=гто= lim Injan| 
H n-r0o An пс п 

ЕТ Inn 
5.41. Доказать, что если lim ~—-=1, To 4. -1е <l. 
n-+00 An 


В задачах 5.42-5.46 исследовать сходимость ряда Дирихле на rpa- 
нице ОЕ сходимости. 


5.42. УЕ Пети. 5.43. De е-2т. 


ue} 


5.44. у! =". 5.45. 3 cy е-2". 5.46. > oye 
= 


n=l 
Указание. См. задачу 3.64. 


В задачах 5.47, 5.48 рассматриваются ряды Дирихле с комплекс- 
ными показателями. 


5.47. Пусть числа Ap, удовлетворяют условиям 


lim а Оби iim 

n-00 An noo |An| 
Доказать, что если а < аг5 Л; < G, то ряд Дирихле сходится аб- 
солютно во всякой точке z = z+ iy, для которой при всех (р из [a, 6] 
имеет место неравенство т cosy—ysiny—k>0, и расходится в 
точке, для которой при всех ф из [a, В] имеет место Zcosy — ysiny — 


-k<0. со 
5.48. Дан произвольный ряд Дирихле Scie Пусть 
n=1 


k(g,a) = Tim Ме! и Вр) = lim ly, 2), 
k a 


где {ng} — последовательность всех индексов, для которых ф — а < 

< argAn, < р-фа (если не существует такой подпоследовательнос- 

ти {nm}, что lim argAn,, = ф, то следует положить k(y) = —оо). 
то 


з шп 
Доказать, что если lim —— = 0, то ряд сходится абсолютно внут- 
n+00 Ап 


ри области G, точки 2 = х + iy которой при любом ф удовлетворяют 
условию zcosy — ysing ~ k(y) > 0, и расходится во всякой точке, 
лежащей вне G. 


§ 3. Интегралы, зависящие от параметра 


Сходимость интегралов 


5.49. Доказать теорему: пусть С’— простой контур (замкнутый 
или незамкнутый), имеющий конечную длину, и f(7,z) — функция, 
аналитическая по переменной z и непрерывная по т для всех 2 из не- 
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которой области D и для всех точек т, принадлежащих контуру С; 
тогда функция, представленная интегралом F(z) = [fox т, есть 
аналитическая функция по переменной z и с 


(2) = f fi(r2) dr. 
Cc 


Если интеграл Ас, 2) dr несобственный, т. е. если подынтеграль- 
c 
ная функция имеет разрывы при каких-либо изолированных значени- 
ях ТЕС или контур интегрирования содержит бесконечно удален- 
ную точку, то определение сходимости и равномерной сходимости 
такого интеграла совершенно аналогично соответствующим опредс- 
лениям, известным из курса математического анализа. 


5.50. Доказать: для равномерной сходимости интеграла с, z)dr 


С 
на множестве Ё по отношению к какой-либо точке то # со контура С 
необходимо и достаточно, чтобы для любого = > 0 существовало чис- 


ло d(€) такое, что 
| ие.) ат Ke 
Ce 


для всех точек z из множества Ё и для всякой дуги С. контура С, 
лежащей в д-окрестности точки то и не содержащей эту точку ни 
внутри себя, ни на концах. 

5.51. Сформулировать и доказать аналогичный критерий равно- 
мерной сходимости интеграла, если то = со. Рассмотреть случаи, ког- 
да контур С неограничен: в одну сторону; в обе стороны. 

5.52. Доказать, что если |{(т,2)| < [У (т)| для всех точек 2 из мно- 
жества Ё и если р») ат сходится, то интеграл [fee ат схо- 

С С 
дится равномерно на множестве Е. 

5.53. Пусть }(т,2) — функция, аналитическая по 2 и непрерыв- 
ная по т для точек 2, принадлежащих некоторой области D, и то- 
чек т, принадлежащих контуру С’, за исключением некоторых изо- 
лированных его точек, где условия, наложенные на функцию [(т, 2), 
нарушаются или для всех точек Z, или только для некоторых. 

Доказать, что если несобственный интеграл 


F(z) = [| (т, =) dr 
С 


равномерно сходится внутри области D (т. е. во всякой замкну- 
той подобласти области D), то функция F(z) аналитическая и 


F(z) = [ЗЕ ат, 
С 
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причем последний интеграл сходится равномерно внутри D. 


В задачах 5.54-5.61 найти множества, на которых равномерно схо- 
дятся указанные интегралы. 
со 


со 
5.54. Г(2) = а Ее). 15.55. jee dt. 
0 0 


©. ©. 
556. f de BST fest ap age fa 
j feta ase. [Е 


t* 
м. ction 44 
5.59. i edt (c#0). 5.60. f <—dt (c#0). 
c—100 с 
сео t 
5.61. = dt (e202 Sen): 
e—i00 ‘ 


Интеграл Лапласа 


Интеграл вида 


eer. (1) 
0 


где функция f(t) интегрируема на отрезке [0, а] при любом положи- 
тельном а < со, называется интегралом Лапласа. 


5.62. Доказать следующие предложения: 

1) если интеграл (1) сходится в точке z = 20, то он сходится 
в полуплоскости Rez > Rezo, причем сходимость равномерна 
в угле |агё (= — 20)| < 6 < 1/2; 

2) если интеграл (1) сходится абсолютно при 2 = 20, TO он сходится 
абсолютно и равномерно в полуплоскости Rez > Re zp; 


In aol 


ое ‚ Rez : В и равномерно во всякой полуплоскости Rez > 
> В-Е (= > 0) (построить пример интеграла Лапласа, сходящегося 
абсолютно во всей плоскости, для которого В = 00); 


In |f()| 
+ 


3} если Jim, = 8, то интеграл (1) сходится абсолютно в по- 


4) если lim 
t-00 
в одной точке полуплоскости Rez < a. 


= а, то интеграл (1) не сходится абсолютно ни 


Из теорем, сформулированных в задаче 5.62, следует, что облас- 
тями сходимости и абсолютной сходимости интеграла Лапласа (ес- 
ли такие области существуют) являются полуплоскости Rez > т. и 
Rez > га; число т. называют абсциссой стодимости, а т, — абсциссой 
абсолютной стодимости интеграла Лапласа. 
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со 


В задачах 5.63-5.69 найти те и та для интеграла [ео dt, 


где f(t) — заданная функция. 0 
5.63. f(t)=1. 5.64. f(t) =e". 5.65. f(t) =e". 
5.66. f(t) = 
е-* при O<t<Inin3u InIn2k <t < InIn(2k +1) 
= (k = 2,3,...), 
~e- при Inln(2k +1) <t < InIn(2k +2) (k =1,2,...). 
5.67. f(t) = 
ef /2 при O<t<InIn3 um InIn2k <t <InIn(2k+1) 
= (k = 2,3,...), 
—e?/2 при Inln(2k +1) <t < IniIn(2k +2) (k =1,2,...). 
5.68. f(t) = 
: e* при O<t<InIn3u Inin2k < Е <Inn(2k +1) 
| = (k = 2,3, wy 
—е" при Inln(2k +1) <t < Inin (2k 42) (k =1,2,...). 


oO 


0 


ft) = 


5.69. f(t) = { ee 


In(2k —1) << In 2k (kK = 1,2,...), 
In2k <t <In(2k+1) (kK =1,2,...). 


при 
при 


В задачах 5.70-5.73 исследовать сходимость интегралов Лапласа 


5.70. f(t) =1. 
t>1. 
5.72. f(t) =0 при O<t <i, 


5.73. f(t) =0 при t=0, 
f(t) определяется следующим образом: 
ДЕ + если 


Е -1, если 


fens dt Ha границе полуплоскости сходимости. 


5.71. (К =0 при O<t<1, f(t)=1/t? при 


Е =1/t при t>1. 

КВ =1 при 0<1< Г апри {> 1 
(2k — 1)? <t+1< (2k)?, 
(2k)? <t+1< (2k4+1)? 


ГЛАВА VI 


БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ. 
ЦЕЛЫЕ И МЕРОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ 


$ 1. Бесконечные произведения 


В задачах 6.1-6.7 доказать указанные равенства. 


г 1 1 г 1 
6.1. нь 6.2. IN + seq) =? 
oo 


© 
п -—4 1 2 1 
6.3. [[ ===; 6.4. Il @- erp) = 
n=s noe р 
ni-1_ 2 py 
65. ais 66. T+) —]=1 
п=2 n=1 
ry elt Ce с 5 С 1 
6.7. П isin =e~,rnee’ = Jim (> En Inn) — постоянная 
Эйлера » 
. a _ sing 
6.8. Доказать, что П Sy == 


n=l 
Указание. Сначала доказать тождество siny = 2* sin aE x 


k 
yp 
x II cos Qn" 
n=1 
6.9. Пользуясь решением задачи 6.8, доказать, что 
2 т 


2 2 a 
V2 V2+V2 los Jar vi | 


2n 2n ) 


со 
6.10*. = ( 
0". Доказать формулу Валлиса 5 II 2n-12n+1 


n=l 


6.11. Доказать, что если, как обычно, считать —п < argpy < т, 
со 


то бесконечное произведение Il Pn сходится и расходится одновре- 
со п=1 
менно с рядом > In Dn. 


n=1 
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6.12. Выяснить, сохранится ли утверждение из предыдущей за- 
дачи, если условиться, что: | 
110< агёр, <27л; 2) а < мер, <а-+2т (-т <а<0). 
6.13. Доказать, что для абсолютной сходимости бесконечного 
CO 


произведения Па+а») (7. е. абсолютной сходимости ряда 
ео 


n=1 ie 
be In(1+ an)) необходимо и достаточно, чтобы ряд у` ап сходился 
n=l n=1 
абсолютно. 
© со 
6.14. Произведения I[ =» и Il Qn сходятся. Исследовать сходи- 
мость произведений: "= eae 
со со со oO 
1) [[@ntan); 2) [[@n-an); 3) Пре 4) [[- 
n=1 n=1 n=1 n=l qn 


В задачах 6.15-6.19 исследовать на сходимость и абсолютную 
сходимость данные произведения. 


6.15. I | 6.16. Пс”. 
n=1 


n=l 
ad (ay ead 1 
6.17. II р т | (p>0). 6.18. I (i+ 55) (p> 0). 
n= = 
©о со 
6.19. Il COS Zn, если известно, что ряд уз [2.|? сходится. 
n=l n=l 


6.20. Доказать, что внутри единичного круга 


ео 1 
[| Pie 

fe area: 
n= 


произведение сходится абсолютно. 


В задачах 6.21--6.29 найти области сходимости произведений. 


— n г 2" в 2 
6.21. Па - 2"). 6.22. I (1 + =). 6.23. I (1 ы =). 

со со 2 
6.24. |] Ё Z (1- yen], 6.25. Ц [1 + (1+ *)" |. 


= ry sin(z/n) Г 
6.26. соз^. 6.27. SIT) 6.28. Г 6. 
Ul n Ц 2 [п II ( =) 


со _ < 
6.29. Па + сп2), если известно, что ряд > [сп| сходится. 


n=1 n=l 
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6.30. Доказать, что произведение 


ad (-1)"4! 

2 — 

II [i+ (п? = z Inn) 
n=1 

сходится в полуплоскости Re > 1/2 и сходится абсолютно в полу- 

плоскости Rez > 1. 

6.31. {f,(z)} — последовательность функций, аналитических в 
области С, причем все эти функции, за исключением конечного их 
числа, не обращаются в нуль в области G. Доказать, что если | {м(2)| < 

oO 


<Q, для всех z Е G, причем а», не зависит от 2, и ряд > аи СХодит- 
со 
п=1 
ся, то функция F(z) = Пе + fn(z)] является аналитической в об- 


ласти С. ПЕ 
В задачах 6.32-6.35 выясняются некоторые свойства гамма- 


функции, вытекающие из ее определения как предела бесконечного 
произведения (см., например, [2, ra. УП, § 4] или [3, гл. УП, 8 1). 


6.32. Доказать, что произведение 


со 
п n+1\7 n+1\? gin 2+) 
re+1) = [J ( n ) (( п ) ге" г) 
n=1 


сходится абсолютно во всей плоскости, кроме значений 2, равных це- 
лым отрицательным числам, и представляет функцию, аналитичес- 
кую во всей плоскости, кроме точек z = —1, —2,... 


6.33. Доказать формулу Эйлера 
о а nin? z_ „2 шп 
Е р 2(2+1)(2-+2)...(2+п) sre ) 


и показать, что: 
1) P(e 1) ==Г(2); 
2) Г[т-+1) =пи, если m — натуральное число. 


6.34. Доказать, что 


rr natBtn) _ Г(е+1)Г(8 +1) т 
II (a+ n)(8+n) Tiat+68+1) (a, B#-1, 2,...). 


n=1 


6.35. Доказать формулу Вейерштрасса 
1 со 
— pCz Я \ ‚-2/% 
=е 1 =e 
Г(2+ П ( га т : 
n=1 
где С — постоянная Эйлера. 
Указание. Воспользоваться решением задачи 6.7. 


>— 
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6.36*. Пусть ри, р2, ..., Pn, ... — последовательность всех прос- 


со 
тых чисел (ри = 2, po = 3, ps = 5, ...), а C(s) = Son (n-* = 
n=1 


= e7s!nn) — дзета-функция Римана, аналитическая в полуплоскос- 
ти Res > 1 (см. задачу 5.23). Доказать, что: 
со 


1) 62) =1/ Па-2*); 
п=1 
2) функция ¢(s) не имеет нулей в полуплоскости Res > 1. 


Примечание. Исследованию дзета-функции посвящена обшир- 
ная литература. См., например, монографию: Титчмарш Е. К. 
Теория дзета-функции Римана. — М.: ИЛ, 1953. 


oe) 
1 
6.37*. Доказать, что ряд > —, где {pn} — последовательность 
—1 Pn 


простых чисел, расходится. 


§ 2. Разложение в ряды простых дробей и в бесконечные 
произведения. Суммирование рядов 


6.38. Пусть f(z) — мероморфная функция с простыми полюса- 
ми в точках а1, а2, ..., @т,..., причем 0 < fai| < Jaa] < ..., lim ав = co. 
NICO 


Обозначим через A, вычет функции f(z) относительно полюса An 
(n = 1,2,...). Допустим, что существует последовательность замкну- 
тых контуров С», удовлетворяющих следующим условиям: 

1) Ст не проходят ни через одну из точек ay; 

2) каждый контур C,, содержится внутри контура Ст; 

3) минимальное расстояние от контура Си до начала координат 
(обозначим его через А») неограниченно возрастает при т - со; 

4) отношение длины Ly, контура Ст к Ви остается ограничен- 
ным, т.е. Lm = O( Rm); 

5) max |f(z)| = o( Rm) (это условие, очевидно, выполняется, если 


функция f(z) ограничена на всех контурах Ст). 
Доказать, что при этих условиях имеет место разложение функ- 
ции f(z) на простейшие дроби 


f(z) = 0+ А +=), 


1 
Z-Qn On 


причем сходимость ряда будет равномерной во всякой замкнутой об- 
ласти, не содержащей точек ап, если под знаком суммы сгруппиро- 
вать слагаемые, относящиеся к полюсам, заключенным между Ст 


и Ста (m = 1,2,...). 


8 Л.И. Волковыский и др. 
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Указание. Применить а о вычетах к интегралу 
и (Ode 
iri ¢(¢ -— z) 
и перейти к пределу при т - oo. 
Примечание. Относительно различных обобщений сформули- 


рованной теоремы см., например, [1, ra. VIII, п. 4]. 


В задачах 6.39-6.46 доказать справедливость разложений. 


со oO 
_1 22 TiAl (-1)"2z 
6.39. ctgz= 5+) a. 6.40. ane р. 
ae nal n=1 
22 
6.41. tgz= 
В D2 (a ; 
n=1 | ————— — 
2 
со 
i=, (—1)"(2n - 1) 
oe cos 2 ">. 5 [= DE: 
n=1 [м 
2 
= 2: Е Oe ee 
6.43. => в. 
n=1 27+ [et n=1 
2 2 > 222 
6.45. —"— Ра 
1 ~ 1 
6.46. —_ = р Cae 
6.47. Пусть f(z) — целая функция с простыми нулями в точ- 
ках ат, а2,....@в,.... причем 0 < |а1| < [а2| < ..., lim a, = co. To 
N00 


пустим, что существует система контуров {С»}, удовлетворяющая 
условиям 1)—4) задачи 6.38, на которых 
1 
И 
z€Cm | f(z) 


Доказать, что во всей плоскости имеет место разложение 


fle) = Ноев то TT ore ae 
n=1 й 


= 0(Rm). 


В задачах 6.48-6.54 доказать справедливость разложений. 


2 
6.48. sinz = z I (1 — ==). 
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6.49. cos = [] {1~ loan! }. 


6.50. shz= Tl (1+ =). 


а I {1+ imme} 


6.52. e? —1 = ze*/? T] (i+ 


za) 
6.53. e% — e% = (a —b)ze(2+) TT [i+ ae ee 


6.54. che-ome= 2 TT] Ce 


6.55. Пусть f(z) — мероморфная функция, имеющая конечное 
число полюсов а1,42,....@т, не совпадающих ни с одной из точек 
z= 0, 1, -2,... Доказать, что если существует последовательность 
контуров {С}, стягивающихся к бесконечно удаленной точке, при- 


чем 
lim Jae =) ctg mz dz = 0, (1) 


NO 


PS f= Ули 2) ctg 72]2=a,- 


nm=—oCoO 


6.56. Доказать, что если в условиях предыдущей задачи требова- 


р dz 
ние (1) заменено условием lim аа = 
пс sin 7Z 


У оо) = Уз [£2] _ 


R>=—CO = 


В задачах 6.57-6.64 найти суммы рядов, предполагая число a та- 
ким, что ни один из знаменателей не обращается в нуль. 


6.57. p> a 6.58. oe aaa 6.59. » Gari 
со 
(-1)” {-1)” 
6.60. ye ee Bet ae 6.62. > ie о 


n=0 


Co 
6.63. В a (Е — натуральное число). 


n=] 


8* 
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Указание. Сначала доказать, что если 2 = 0 — полюс функ- 
ции f(z), то формула для 
суммы ряда из задачи 6.55 
остается справедливой, если 
в ее левой части суммиро- 
вание распространено на все 
значения п от —с до +00, 
кроме значения п = 0. При 
wee] 
22 =0 
удобно воспользоваться раз- 
ложением из задачи 3.102. 


6.64. xe 1) een” 


(лм << т). 
Указание. Воспользо- 


вычислении res | 


Рис. 30 


де? dz 


(a? — z*) sin mz (С» — контур из задачи 6.56). 
а? — 22 


ваться интегралом / 


n 


6.65. Доказать, что 
со 3/2 


Jt = xctg rr 7 
2. (п? — 3)\/4n? — 3 ] (3 42+ = 5 ctg [m m(2 — V3)]. 


— 2?)V/3 — 4a? 


Указание. Воспользоваться интегралом и zctg wz dz 
(22 — 3) V4z2? — 3’ 


где Cy, — контур, ограничивающий указанную Ha Ge 30 двусвязную 
область. 


$ 3. Характеристики роста целых функций 1) 


Пусть f(z) — целая функция и M(r) = и Число р = 
= = fig вам) 


называется порядком целой функции. Если 0 < 
то шг 


In М (г) 
ТР 


< р< co, то число о = lim называется типом функции. Ес- 


тс 
ли о = 0, функция f(z) называется функцией минимального типа: 


если о = с, функция f(z) называется функцией максимального 
типа; если 0 < в < oO, функция f(z) называется функцией 
нормального типа. 


1) По поводу задач этого параграфа см.: Левин Б. Я. Распределение корней 
целых функций.— М.: Гостехиздат, 1956; а также [2, гл. УП, § 1]. 
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6.66. Доказать следующие утверждения. 

1) Если р с и o со — соответственно порядок и тип функ- 
ции f(z), то для любого = > 0 можно указать такое число R(e), 
что при г > А справедливы неравенства 


Pe р 
М(г) <е””"", M(r) < еб". 
Можно также указать такие последовательности чисел {ти} и {ri}, 
сходящиеся к бесконечности, для которых 


M(rn)>e™ ‘и M(ri) > elem 
2) Если для некоторого натурального числа k 
ое а M(r) 


TOO rk 


< с, 


. Mir) 
то f(z) — полином степени К (значит, существует Ша —; . 
roo Tr 


Указание. Воспользоваться He paBeHe rau Коши для коэффи- 


циентов степенного ряда f(z =>. Cnz” 


3) Если f(z) — целая трансцендентная функция, то 

lim en) = 00 

roo Inr 
В задачах 6.67-6.79 определить порядки и типы указанных функ- 

ций (п — натуральное число). 

6.67. coz” +1271 +... Hep. 6.68. e*" (а> 0). 6.69. 2"e**. 
6.70. z2e2% — еЗ2. 6.71. е52 — 3e2*, 6.72.е-97. 6.73.92. 
6.74. chz. 6.75. е? с0з2. 6.76. cos \/2z. 


ben т 
6.77*. У` т (т, — натуральное число). 
n=0 


1 
6.78. е*”. 6.79. feat. 
0 


6.80. Целая функция f(z) имеет порядок р и типо (0 <a < 05). 
Доказать, что функция P(z)f(z) + Q(z), где P(z) и Че — ое 
многочлены, имеет также порядок р и тип о. 

6.81. Целые функции Д (2) и }2(2) имеют порядки, соответствен- 
но равные р: и р2, причем р1 7 po. Что можно сказать о порядке р* 
функций Л (2) № (2) и f(z) + fo(z)? 

6.82. Целые функции fi(z) и fo{z) одного и того же порядка р 
имеют типы, соответственно равные о! и 02, причем о1 F# 02. 

Что можно сказать о порядке p* и типе o* функций: 


1) filz)fa(z); 2) filz) + faz)? 
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пе o* функций: 


6.83. Целые функции Л (2) и fo(z) имеют один и тот же поря- 
док р и один и тот же тип с. Что можно сказать о порядке р* и ти- 
* 
1) filz) fale); 


2) f(z) + falz)? 
6.84". fle) = J] (1-2 2), dn > 0 (W=1,2,. ео 
ee по Ап 
>0, lim os В < oo. Доказать, что f(z) — целая функция первого 
по 
порядка, причем тип о этой функции таков, что та < в < тб. 
оо ok 
6.85. f(z) = Il (1 № =), An > 0 (n=1,2,...), 2k — натураль- 
n=l i 
ное число. Доказать утверждения: 
. п 
1) если Jim — =0 


то f(z) — целая функция, растущая не 
быстрее, чем функция порядка К и минимального типа 
2) если lim —=oo un Se <> < 00, To f(z) — функция, расту- 
noo An 7 An 
n= 
щая не медленнее, чем функция порядка k и максимального типа 
дачи. 


Указание. Воспользоваться методом решения предыдущей за- 
6.86*. 


Доказать, что порядок и тип целой функции не изменяются 
при дифференцировании функции 


Решить задачи 6.87-6.94, основываясь на следующей теореме 
coe разложение целой функции в степенной ряд имеет вид f(z) 


a => сп2", то порядок р и тип о этой функции определяются pa- 
See nan 


— ninn 
p= lim 
nN CO 


/e — ( 1/p з/ ) 
в” (992) У 
6.87. Локазать, что целая функция 


Caen (A >0, a> 0) 
имеет порядок р=1/а итип о = АМ“ 
Указание. Воспользоваться формулой Стирлинга 
T(an +1) = (==)” УЗлот [2 vs o(-)| 
В задачах 6.88-6.94 найти порядки и типы данных функций 
© nm 
6.88. f(z) = У` (=) 


о. 
>» 6.89. f= do ( ) z 


п 
n=1 


" (a> 0). 
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6.90. f(z) = ps (waa) (а>0). 6.91. f(z) = sree" 
=? n=0 
6.92. f(z) = ya (a>0). 6.93. f(z) =) PY м. 


nai n=0 


со 


ey ==] ni 2n 
6.94. 27" J, (2) = Rate, (vy > -Е; J(z) — функция 
n= 


Бесселя и-го порядка). 


Если р — порядок целой функции f(z) (0 < p < oo), то функция 
In unserer 


h(y) = Tim называется индикатрисой роста функции f(z). 


rao 
В задачах 6.95-6.101 найти порядок р и индикатрису A(~) соот- 
ветствующей функции. 


6.95. е?. 6.96.e7+2°. 6.97.sinz. 6.98. cosz. 
6.99. 12. 6.100. с". 6.101. 82. 
Vz 
6.102. Целая функция f(z) имеет индикатрису A(y), a Р(2) — 
многочлен. Какова индикатриса A*(~) функции: 


(=) +Р(2); 2) f(z)P(z)? 

6.103. P(z) — произвольный многочлен. Привести пример целой 
функции f(z) (конечного и не равного нулю порядка), индикатриса 
которой 1 (0) в некотором интервале равна нулю, тогда как индикат- 
риса функции f(z) + P(z) в этом же интервале отрицательна. 


ГЛАВА VII 


ИНТЕГРАЛЫ ТИПА КОШИ. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 
ФОРМУЛЫ ПУАССОНА И ШВАРЦА 


§ 1. Интегралы типа Коши 


Интеграл вида 
1 ОЖ 
2 1 7 _—* ; 
md C-2z 


где C — гладкий контур!) (замкнутый или незамкнутый) и Ф(0) — 
функция, непрерывная на контуре С, за исключением, быть может, 
конечного числа точек, где она имеет интегрируемый разрыв, назы- 
вается интегралом типа Коши. Функция p(C) называется его плот- 


ностью, а —- ядром. Интеграл типа Коши представляет функ- 


цию F(z), аналитическую в каждой области, не содержащей точек 
контура С. При этом 


(пу т p_vlQde 
Pe ami бол ”) 


Пусть y(¢) на контуре С удовлетворяет условию Липшица порядка a 
(0 <a@ <1) (коротко, y(¢) Е Lipa), т. е. 


le(G1) — (C2) < kK IG — GI, 
где точки (1 и (> принадлежат контуру C, a k — постоянная. Тогда, 
если точка контура (о не является его концом, существует сингуляр- 
ный интеграл 
F@)= 5, [LS 
2mi J С-0 
с 

определяемый как главное значение интеграла типа Коши. 

Это главное значение можно выразить через обычный несобствен- 
ный интеграл по формуле 


P(G) = р [О ae + (G+ FH in2=Z, (2 


1) Под гладким контуром мы подразумеваем простую (т. е. без точек само- 
пересечения) линию с непрерывно меняющейся касательной и не имеющую то- 
чек возврата. Впрочем, условия, наложенные на контур С, могут быть значи- 
тельно расширены. См.: Привалов И. И. Граничные свойства аналитических 
функций. — 2-е изд.— М.: ГТТЛ, 1950.— Гл. Ш. Можно также рассматривать 
сложные контуры, состоящие из конечного числа контуров указанного типа. 
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где точки аи $ — концы контура С’, если он незамкнут. Однозначная 
ветвь Ln выбирается Tak, что в случае замкнутого контура (а = 5) 
член с логарифмом исчезает, и формула принимает вид 


PG) = от [EEO C+ то) (2" 
Cc 


Если обозначить через F*(¢o) и F (Co) предельные значения ин- 
теграла типа Коши F(z) при z — Co соответственно слева от Си 
справа от С, то по формулам Сохоцкого 


F*(G) = F(G) + 5060), Р-(®) = Р(@) - 5960), (3) 
ИЛИ 


Ро) = SFG) + FG), F(G)- FG) =¥(G). (4) 


Если контур С замкнутый и порядок его обхода обычный, 
то Р+(0) — предельные значения функции F(z), определенной 
внутри контура (область D+), а F~(C) — функции ЕР” (2), опре- 
деленной вне контура (область D~)?). (См., например, [2, гл. III, 
$ 3] или [3, гл. Ш, $ 3].) 


7.1. Доказать, что если C — замкнутый контур и плотность ин- 


теграла типа Коши Ф(2) = s [< dG может быть представлена 
п’ —z 
ё 


в виде (6) = $*(© + 97 (0), где Ф+(© и ф-(© — граничные зна- 
чения функций, аналитических соответственно внутри и вне конту- 


ра С, то 
Bt (г) = yr (2), $ (д =-ф (z) + ¢ (00). 


Примечание. Если в условии задачи одна из функций yu 
или yt тождественно равна нулю, то интеграл типа Коши обращает- 
ся в интеграл Коши соответственно для внутренней или внешней 
областей. 

7.2. Пусть С — замкнутый контур. Найти Ft(z) и Е` (2), если 
плотность интеграла типа Коши — указанная функция (n — нату- 
ральное число): 

1 
ПФО =C-a)" = 
oO = 6-9) 2) 0 = ap 
3 = >——_ (a Bue C). 
) 00) = aaa (ase С) 
7.3. Найти Е+(2) и F~(z), если: 
1) функция ф(С) — граничное значение функции, аналитической 


(а внутри С); 


2) К этому же случаю относится и тот, когда контур — бесконечная линия, 
делящая плоскость на две области. 


122 Ia. УП. Интегралы типа Коши. Интегральные формулы 


в Dt всюду, за исключением конечного числа точек ак, где она имеет 
полюсы; 

2) функция Ф(() — граничное значение функции, аналитической 
B D~ всюду, за исключением конечного числа точек ак, где она имеет 
полюсы (среди ак может быть и точка 2 = 00). 

7.4. Найти Р+(2) и F(z), если 
. . Ш 
ое 
а Cad 


и С — окружность |¢| = 3/2. 

7.5. Найти Е*(2) и F(z), если p(C)=ctge¢ и С — окруж- 
ность |¢| = 5. 

7.6. Найти F*(z) и Fo(z), если Ф(0) = т и С — действи- 
тельная ось, пробегаемая слева направо. 


Примечание. Под интегралом типа Коши, взятым по действи- 


оо 
1 т 
тельной оси F(z) = =. / LO ar следует понимать его главное 
TTL T—Zz 
OO 
значение, если он в обычном смысле расходится. 
7.7. Найти Ft+(z) и F(z), атакже предельные значения Е=(() 
на контуре интегрирования С, если С — окружность |¢| = R, 
со 


а (<) = > + У (an cos пб + b, зшпй) — равномерно сходящийся ряд 
n=l 
Фурье действительной функции w(O) = ф(Вей). 
7.8. 1) Пусть С — окружность |<] =л/2 и f(¢) — функция, ана- 
литическая в круге |¢| < 7/2. Найти функции, определяемые интег- 


ралами ‘ Fi Ко 
he) = 55 [ £@) ete - h(z) = — {Y., 
12) = 55 Фес -2) 46 he) = 55 [шея 
С с 
в областях, точки = которых обладают тем свойством, что ни одна из 
точек z+ кл (k — целое число) не лежит на С. 


2) Решить задачи, сформулированные в п. 1), в предположении, 
что С — окружность |¢| = т. 


7.9. Пусть С — отрезок [—1,1], пробегаемый слева направо, и 
y(¢) = 1. Найти F(z) вне С, предельные значения F+(() и главное 
значение Р(() на С. Вычислить, в частности, F(+i), F*(0) и Е(0). 


7.10. Пусть С — полуокружность |(|= В, 0 < arg¢ < т (нача- 
ло в точке А) и (0) =1. Найти F(z) вне С, предельные значе- 
ния Е*(С) и главное значение F(¢) на С. Вычислить, в частнос- 
ти, Е(0), F*(iR) и F(iR). Найти также Е"(0). 


$1. Интегралы типа Коши 123 


7.11. Пусть С — полуокружность |(|=В, —п < arg¢ < 0 (на- 
чало в точке К) и $(0 =1. Найти F(z) вне С, предельные значе- 
ния F+(¢) на С, Е(0) и F'(0). 

7.12. Нусть плотность интеграла типа Коши y(¢) = 1/¢". Най- 


ти Р(2) вне С, если контур С — указанная линия: 
1) граница кольца г < |2| < В; 
2) прямая Im¢ =z, пробегаемая слева направо; 
3) граница полосы [Пип 2| < 7; 
4) полуокружность |(|= R, 0 < arg¢ < т (начало в точке R); 
5) полуокружность |(|=А, -т < arg¢ < 0 (начало в точке ВК). 
В пп. 4) и 5) найти предельные значения F*(¢) на С и вычис- 
лить F(0). 


В задачах 7.13-7.18 найти F(z) вне С, предполагая, что кон- 
тур С — дуга, соединяющая точки а и b, аф(() — указанная функ- 
ЦИЯ. 


7.13. ОЕ. 7.14. (9 =С 


7.15.0100 =¢"; 300 = у` en¢” — целая функция. 


n==0 


7.16. О = <= (#0). 
1 


7.17. pC) = =a (zo ¢ С). Вычислить, в частности, F(z). 


Указание. Воспользоваться равенством 
ФФ) — 2) - v2) , (2) 
C-z C-2 C~ Zz 

7.18. Найти F+(z), F7(z) и предельные значения Е*((), если 
С — окружность |¢| = В, y(¢) — логарифмическая функция, опре- 
деленная условиями: 

1120 =In¢=InR+iy, -п<фр<т; 

2) (0 =InG=InR+iy, О%хр<лт. 

Указание. Рассмотреть контур, состоящий из окружности 
|z| = В с разрезом по радиусу [—R,0] в первом случае и [0, В] — Bo 
втором. 

Примечание. Если не фиксировать заранее ветви логарифма, а 
требовать ее непрерывного продолжения вдоль контура интегрирова- 
ния, то интеграл будет зависеть от выбора начальной точки интегри- 
рования. 

7.19. Найти Е+(2), Е (2) предельные значения F+(C) на С, ес- 


ли (6) = в 
1) окружность [| = R (R> 1); 


j? а контур С: 
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2) прямая Im( = 1, пробегаемая слева направо. 

7.20. Найти F(z) и предельные значения F+(¢) на C, если ф(©) = 
=In = а контур С — полуокружность [Cj] = В (В >1),0<мЕс<л 
(начало в точке К). 

7.21. Найти ft(z) и F7(z), если (6) = УС (0 < argVO < т) и 
С — окружность |¢| = 1. 

В задачах 7.22-7.24 найти F*(z), если С — замкнутый контур, 
точки аи b лежат внутри него, а (<) — однозначная ветвь много- 
значной функции, определенная вне разреза, соединяющего точки а 
ифи лежащего внутри контура С’. 


7.22. «О = ше -@ (Lal=0). 


¢—5b 
—а 
7.23. ФО = = т (о) = +). 
Указание. Для отыскания интеграла по контуру, окружаю- 
щему разрез, разложить vis) в ряд по степеням с. 


7.24. (6) = (¢ — a)*(¢ — 6) (29 eget 1). 


7.25. Найти F*(z), если контур С замкнутый, точка а при- 
с-—а 
с-—6 
(Ln 1 = 0) — однозначная ветвь, определенная вне разреза, соединя- 
ющего точки а и Ви пересекающего контур С' в одной точке (5. 


надлежит области Dt, точка 6 — области D- и Ф(0 = щ 


Указание. Присоединить к С разрез вдоль дуги Ca, если z ле- 
жит в области Dt, и вдоль (yb, если 2 лежит в области D~. 


7.26. Доказать справедливость равенств (0 < A < 1): 


: [Gay & = ae р 7 (-= 5] (z ¢ [0, 1)); 


2) a ЕЛ [1 - (=2-)* cos a4] (7 € (0,1)). 


H ф-т sin Ап 
Указание. Для получения первой формулы рассмотреть интег- 
1 ^ а А 
рал Коши imi (5-1) > где (=) — функция, однознач- 


ная в плоскости с прямолинейным разрезом [0, 1] и равная 1 на со, а 
С — граница двусвязной области: круга |<] < В (В > 1) с разрезом 
по отрезку [0, 1]. Вторая формула получается из первой при помощи 
формул Сохоцкого. 
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7.27. ее сингулярный интеграл 


1-2 +3 
Ду (-1<:<1. 


7.28. Найти интегралы: 


ifm ae =, = (2 ¢ {0,11} ор, % (те (0,1)). 


aes 
7.29. Рассмотрим сингулярный интеграл 


бе) = 55 [СЯ (у=а+18, Оха< 1, 

С 
где С — дуга, соединяющая точки а и $, to — точка этой дуги и 
(т — to)’ — однозначная ветвь в плоскости с разрезом, соединяющим 
точки to Hoo. Если точка to совпадает с одним из концов дуги С, 
то будем считать, что разрез проходит по всему контуру С; если же 
точка to внутренняя, то разрез проводим по дуге (to,b) контура С. 

Доказать следующие утверждения. 

1) В окрестности точки а 


F(z,a) = na (z-a)7+Fi(z) (¢O), 


F(t,a) = an (t—a)-7+R(t) (ЕС), 


где F\(z) — функция, аналитическая в окрестности точки а. 


Указание. Рассмотреть разность 
tyr 


Fi(z)= 53 И в eed 
с 


т-а)7(т-2) этап 


и, пользуясь формулами Сохоцкого, доказать, что РЁ! (2) будет анали- 
тической функцией в окрестности точки а. 
2) В окрестности точки 6 
ein 
F(z,b) =~ (2-0) 7+ Foz) (280), 


2isin yr 
F(t,b) = ae (t—b)"7+ F(t) (tEC), 


где Fo(z) — функция, аналитическая в окрестности точки 6. 
3) В окрестности внутренней точки tp контура С 


F(z,to) = (2-ю) 7+ 2(2) слева от С, 
F(z,to) = Fy(z) справа от С, 


F(t, to) = 5(#- ю)-7 + F(t), еслиё ЕС, 


где F3(z), Fy(z) и Е5(2) аналитичны в окрестности точки to. 
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7.30. Выяснить поведение интеграла типа Кощи 
1 с 
FE ye НИВ 
271 ] ~1¢-2z 
ё 6-16 


вблизи точек 2 = —В и z= В, если С — полуокружность |<| = В 
{В > 1), лежащая в верхней полуплоскости (начало в точке А). 

Указание. См. задачу 7.20. 

Примечание. О поведении интегралов типа Коши вблизи oco- 
бой линии см.: Мусхелишвили H. И. Сингулярные интегральные 
уравнения.— М.: Физматгиз, 1962.— Гл. I; Гахов Ф. Д. Краевые 
задачи.— М.: Физматгиз, 1963.— Гл. I. 


$2. Интеграл Дирихле, гармонические функции, 
логарифмический потенциал и функция Грина 


Интеграл 


D(u) = ic + uz) da dy 
G 
называется интегралом Диритле, а интеграл 


D(u,v) = (аль, + Uydy) dx dy 
G 


— соответствующей ему билинейной формой. 


7.31. Доказать следующие свойства интеграла Дирихле и соот- 
ветствующей ему билинейной формы: 


1) D(u) = (м св ~ u2) атау (z=a+iy=re'®); 
G 


2) D(u) и D(u,v) инвариантны относительно конформных отоб- 
ражений области С; 

3) D?(u,v) < D(u)D(v) (знак равенства имеет место только в слу- 
чае и/у = const); 

4) если функция f(z) = u+iv аналитична в области G, то 


Du) = De) = БА = ее. 
G 


Каково в этом случае геометрическое значение D(f)? 
7.32. Пользуясь формулой Грина 


О = До 


(п — внешняя нормаль; А — оператор Лапласа), доказать следующие 
свойства гармонических функций и, и1, Ue (о — функция, сопряжен- 
ная кц): 
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1) О [ipa [ude 2) [poe 


3) если uy =и2 Ha С, то а. в С; 


ди ди 
4) если — = на С, то ш — ue =const в С. 


On On 
7.33. Доказать, что если и гармонична в круге |2| < В и непре- 
рывна в замкнутом круге |z| < В, то 
2п 


и(0) = 5, [ we) do = в Г u(re’?)r dr dy. 
5 


|=|<В 


Ov 
Указание. Из равенства Эй ds = 0 следует, что интеграл 
Tt 


udy не зависит OT г; найти это значение с помошью предель- 
|jz[=r 
ного перехода при г-+0, а затем совершить предельный переход 
приг — А. 


7.34. Интегралы вида 
д | 
Jf ccm jesgn foo са 9, [Это ayia 


(С =E+in, п — нормаль к С) называются соответственно логариф- 
мическим потенциалом, логарифмическим потенциалом простого 
слоя и логарифмическим потенциалом двойного слоя. 

Проверить следующие равенства: 


1 
о In—, если |2| > А, | 
1) 5= | т daa ee 
wd IC — 2 In р’ если iz] < А, 
In >» если [= > В, 
Ing ean т о 

= [ ae Aer 

ев ing + 5[1- (GR) |» com be < № 


1 
т ра In НЕ \d¢| = ОЗ (С — z) (нормаль п берется 
слева по отношению к обходу С); 
y, если Imz>Q0, = 
Е ea {2 если Imz <0, mae a акт) 
угол, под которым виден отрезок (—a, a) из точки 2 (а > 0). 


Функцией Грина области G для задачи Дирихле g(z,y,£,n) (ко- 
ротко, g(z,¢), 2 = +, ¢ = +7) называется гармоническая 


| 
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функция обеих пар переменных х, у и &, п, равная нулю на границе 
области С, имеющая особенность при 2 = ¢, причем 


9(2,0 =Ш Za + гармоническая функция. 
Функция Грина симметрична относительно своих аргументов, т. е. 
9(2, ©) = 9(6,2) (см., например, [2, гл. VI, $ 1]). 
7.35. Сформулировать задачу Дирихле для гармонической функ- 
ции, эквивалентную отысканию функции Грина 9(2, С). 


7.36. Пусть функция w = f(z, С) конформно отображает односвяз- 
ную жорданову область G на круг |w] < 1 так, что }(0,0) =0 (¢ € G). 
Доказать соотношения 


g(z, ¢) = —In|f(z, QI, (1) 
Кг =e" OF), (2) 
где h(z,¢) — гармоническая функция, сопряженная с 0(2, С). 


7.37. Пользуясь соотношением (1) задачи 7.36, найти функцию 
Грина 9(2, С) для следующих областей: 
1) для круга |2|< В; 2) для полуплоскости Imz > 0; 


3) для полосы 0 < Imz < 1. 


7.38. Доказать следующие утверждения (n — внутренняя нор- 
маль, у, — окружность |2 — Cf = тг): 

1) если u(z) непрерывна вблизи д = С, то 
lim | u(r) В) ds = 2ru(z); 


то д 
Yr 


2) если u(z) непрерывно дифференцируема вблизи z= С, то 
lim [929 = 
r-30 
Yr 


Е 
An ds = 0; 
3) если u(z) гармонична в С и непрерывно дифференцируема 
на С, то 


u(¢) = 5= [we 9.6 dy (z €G). 
с 


Указание. В формуле 


[lB 08) a= [в a8 


Yr 


совершить предельный переход при г - 0. 
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§ 3. Интеграл Пуассона, формула Шварца, 
гармоническая мера 


Если действительная функция u(¢) = ч(В,9) определена и ку- 
сочно непрерывна на окружности ( = Ве (0 <0< 2m), то un 
теграл Пуассона we 


1 Е - "т? 
u(z) = и(т,ф) = an |“ 9) FR? — 2Rrcos(6—y) +r? dé (1) 


определяет в круге |2| < В (2 = ге) гармоническую функцию, имею- 
щую в точках непрерывности u(C) граничные значения, равные (<): 


hee) = u(¢) 


{= -+ С по любым некасательным путям). Соответствующая функция 
}(2) =и-+ 1, аналитическая в круге |2|< В, определяется no Форму- 
ле Шварца: 


Jk (0) + (0) 


(v(0) — произвольное действительное число). 


7.39. a следующие утверждения: 


2 

т . 
) Fe Е? У (@-yp)+r? Ge; 
2) u(r, +) — u(R, Ao) = 


2п 
1 Rr 
= 5= | (В) — u(R, 60)] FSR cos Oey я 


0 
3) если |u(R,0) — u(R, 60)| <Е для |0-00| <а, то 


1 


1 R? — т? 
a; [Ww R,8) В, оброк < 
[9—9 |<а 
4) если |0 —-6| >a и ф-4| < а/2, то 


R? — 2 Вт соз (9 — ф) +r? > 4Rrsin? г 


5) если [py — |< а/2 и выполнены условия п. 3), то 
M(R? - г?) 
2rA ’ 


2х 
roe А = 4rRrsin? т М = Дис 9) ~ и(В, 6) | 46. 
ry 


lu(r,) —u(R,9)| <Е+ 


9 Л.И. Волковыский и др. 
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7.40. Доказать, что если С = Вей, 2х = ге, то 
C+2z _ (В? т?) +i2Rrsin (ф — 0) 
C—z  R?—2Rrcos(@-y)+r ^ 
Пользуясь доказанным равенством, получить следующие разло- 
жения: 


u(z) = u(0) + 3 (£) "(an cosny + bn sinny), 


n=l 
со . W 
0) + У. (=) (—b, cos ny + ап sin ny), 
n=l 
oo 
f(z) = £0) + So enz”,  F(0) = u(0) + #0), 
где 5 nel 
an = = [uR,8) соз пб а0, 6, = 2 fu u(R, 9) sin пд dé, 
0 
2п 
oA adn — ibn ie 1 —-ing 
t= т = am |” u(R, dei"? 46. 


7.41. Доказать, что для гармонической функции и(2) интеграл 


Дирихле 
D(u) = Г (uz + и?) мешу = nC +52) 
|2|< В 

(коэффициенты аи и by, определены в а задаче). 

При этом обе части равенства одновременно могут обращаться в 
бесконечность. 

Указание. Перейти к полярным координатам (г, ф) и доказать, 
что если г < R, то 


D,(u) = if (u2 фе (5 )"(@2 +02). 


Jz[<r 
7.42. Доказать, что для непрерывной функции 


оо . 
и(В, в) = у ame 


интеграл Дирихле определяет гармоническую в круге |2| < В функ- 
цию u(z) с граничными значениями и(В, 6) и бесконечным интегра- 
лом Дирихле D(u) = 

7.43. С помощью интеграла Пуассона решить внешнюю задачу 
Дирихле для круга |2| < В: найти функцию u(z), гармоническую в 
области |z| > В, регулярную на бесконечности и имеющую заданные 
граничные значения u(¢) на окружности |<| = В. Определить значе- 
ние и(о5). 

Указание. Сделать замену 21 = R?/z. 
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7.44. Локазать, что для |z| > В формула Шварца (см. введение 
к § 3) определяет аналитическую функцию Д(2) = и1(2) + й1(2), 
регулярную на бесконечности, и имеют место разложения: 


hte) =-К®) = б- ет, en = RM, 


n=l 


и (=) = ~{u(0) + у. (7) cos np + и sin пу], 
n=1 


a n 
1 (2) = —v(0) + У. (7) (—by соз пр + a, т пф), 
n=1 


где Qn, bn, Cn я так же, как в задаче 7.40. При этом 


Re fi(¢) = -Ве f(¢) = —-u(¢), Ш fi(¢) = Im ДО. 
Указание. В обе Шварца для |2| > В сделать замену fs = 
= R?/zZ, и воспользоваться тем, что © = R?/¢ на окружности |¢| = 


В задачах 7.45-7.50 найти функции f(z) (12| < В) и fi(z) = > 
В), определяемые формулой Шварца, если u(C) — заданная функция. 


7.45. 1) “(О = Re[y(6) +4(0]; 2) u(¢) = (9 + ¥)]; 


где (=) — функция, аналитическая при ne <R,av(z)— при |2| 2 В 


7.46. и(©) = Веб". 7.47. и(© = Re ст. 


7.48. u(¢) = Ве in (R > 1). 


7.49. u(C) = Ве Ст (вси ¢>1, то 4 >0; R>1 ). 
7.50. u(¢) = Re In¢. 


7.51. Доказать, что формулу Шварца можно записать в виде 
sak u(Q)de _ amy 
дд f SO-70. 
<|=Я 


+2 2 1 
Указание. Воспользоваться равенством ¢ — 


(6-2) 6-Е С 
7.52. Получить формулы, аналогичные интегралу Пуассона 
и формуле Шварца для верхней полуплоскости Imz > 0, т. е. выра- 
зить гармоническую функцию u(z) и аналитическую функцию 
f(z) = ч(2) + (2) через u(t) (-с < t < 00). 
Указание. Воспользоваться конформным отображением полу- 
плоскости на круг. 


7.53. Вывести формулу Шварца для полосы 0 < Imz < 1. 


Указание. Воспользоваться конформным отображением полосы 
на полуплоскость. 


9* 
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Гармонической мерой w(z,a,G) граничной дуги а в точке 2 от- 
носительно области G называется ограниченная, гармоническая в С 
функция, равная 1 во внутренних точках дуги @ и 0 — во внутрен- 
них точках остальной части границы. Гармоническая мера w(z, ©, G) 
инвариантна относительно конформных отображений. 


В задачах 7.54-7.57 область G — круг |2| <1и w(z, 01,02) — rap- 
моническая мера дуги а = (61,02): w =e, 0, <9<6.. 
7.54. Пользуясь интегралом Пуассона, доказать, что 
i? 1-r 
— т 
&(2, 01,82) = an, 1 — 2rcos(@ — y) + г? a, 
1 
в частности, и(0, 91, 02) = (@2 — 61) /2т. 
4 (2,01, 6) 
. 49 
ном значении 8 (2 = re’? — переменная точка). 


7.55. Найти линии уровня функции при фиксирован- 


Указание. Доказать, что 
dw _ 1 |w'—2| 
48 Qn (w—2l’ 
где и’ — конец хорды, выходящей из wW и проходящей через 2. 

7.56. Обозначим через w’ конец хорды, выходящей из точки w и 
проходящей через точку z. Пусть a — дуга (0;,62), а а'(2) — ду- 
га, описываемая точкой и’, когда w пробегает дугу а. Доказать, что 
длина дуги а' (2) равна 27w(z, 01, 95). 


7.57. Найти линии уровня гармонической меры w(z,9,,02) ду- 
ги (61,05). Пользуясь этим, доказать, что интеграл, определяющий 
гармоническую меру (см. задачу 7.54), действительно имеет предель- 
ные значения 1 на (6),62) и 0 — на дополнении (рассматриваются 
внутренние точки дуг). 


7.58. Для полуплоскости Imz > 0 определить гармоническую 
меру (z,a,b) отрезка (a,b), луча (—с0,8) и луча (а, со), Каково 
геометрическое значение этих гармонических мер? 

7.59. Найти гармоническую меру сторон угла 0 < argz < 7. 


7.60. Для полукруга |2|< В, Imz>0 найти гармонические ме- 
ры диаметра А и полуокружности Г, а также линии уровня этих 
гармонических мер. 


7.61. Найти гармоническую меру граничной полуокружности Г 
области |2|> А, Imz>0. 


7.62. Найти гармоническую меру граничной окружности Г облас- 
ти |z]>R, 0<argz < 2. 
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7.63. Найти гармоническую меру граничных окружностей коль- 
ца г< |2| < А. 


В задачах 7.63-8.1 область С ограничена сложным контуром Г, 
состоящим из п простых, гладких контуров Г, (и =1,2,..., п). Обход 
контуров происходит в положительном направлении по отношению 
к области С; нормаль п — внутренняя по отношению к области G. 
Периодом аналитической в С функции по Г, называется интеграл 


| df (2). 


Г, 


7.643). Доказать, что если гармоническая функция и(2) одноз- 
начна в С, то период аналитической функции f(z) = u(z) + (2) 


вдоль Г» равен =) о ds. 


7.65. Доказать, что для комплексной функции Грина g + th об- 
ласти G (9(2,С) — функция Грина области С, h(z,¢) — сопряжен- 
ная К 9 гармоническая функция) период вдоль Г, равен —27iw,(z), 
где w,(z) — гармоническая мера Г, относительно области С. Дока- 

п 


зать, что = wr (6) =1. 


v=1 
Указание. Гармоническая BG функция u(¢) допускает пред- 


ставление в виде u(¢) = 5g [м9 as (см. задачу 7.38). 
Г 


7.66. Выразить через w,(z) ограниченную, гармоническую в С 
функцию u(z), имеющую постоянные значения c, на Г, (и=1,2,..., п). 
7.67. Доказать, что для функции (=), сопряженной с функцией 
u(z), однозначной и гармонической BG, периоды p, вдоль Г, допус- 


кают представление p, = - fue) 4) ds. 
Г 
7.68. Пусть #,(2) — сопряженная к w,(z) гармоническая функ- 
ция и ри, — период функции ш, (2) = и, (2) + 2, (2) вдоль Ри. 
1) Доказать, что риь = Pup (м и=1,2,...,п). 
Указание. Воспользоваться представлением 
= —5= fw wee ds 
Puy = an J Е дп ^ 


3) К задачам 7.64-7.70 см. дополнение Шиффера к книге: КурантР. Прин- 
цип Дирихле, конформные отображения и минимальные поверхности. — М.: Гос- 
техиздат, 1953. 
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п 
2) Доказать, что Ури =1 (w=1,2,...,n). 
v=1 
7.69. Пусть c, (v = 12,....п) — произвольные действительные 
числа. 
1) Доказать, что если p,,, — числа, определенные в задаче 7.68, то 
n 


квадратичная форма > PypCyCy 2 0, причем равенство имеет место 


и, и=1 és 
лишь тогда, когда Bce Cc, равны между собой. п 
Указание. К гармонической функции w(z) = > Сьиь(2) при- 


=] d 
менить формулу D(w) = - fos ds (см. задачу 7.32: знак изменен 


р Г 
на обратный, потому что теперь n — внутренняя нормаль). 


2) Доказать, что квадратичная форма y PypCyC, является по- 


vipa) 
ложительно определенной, т. е. она положительна для всех систем 
значений {cv}, исключая с1 = Co =... = Cn_1 = 0. 


7.70. Доказать, что система уравнений 


п-1 
У`рьь А, =В, (и=12,..п-1) 
и=1 


(A, — неизвестные) имеет единственное решение для любых By. 
Пользуясь этим, доказать, что для любой гармонической в С функ- 
ции u(z), вообще говоря, неоднозначной, можно подобрать постоян- 


ные Aj, Ao, ..., An; так, чтобы гармоническая функция 
n—1 


ui(z) = u(z) + > Avi, (2) 
и=1 


была однозначна BG. 


ГЛАВА УШ 


АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ. 
ОСОБЕННОСТИ МНОГОЗНАЧНОГО ХАРАКТЕРА. 
РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 


$ 1. Аналитическое продолжение 
CO 


8.1. Функция f(z) = У. 27 разложена в ряд Тейлора в окрест- 


n=0 
ности точки z=a (|a| <1). При каких значениях а это разложе- 
ние позволяет аналитически продолжить функцию f(z)? 


Co: п 
8.2. Сумма степенного ряда f(z) = У. = разложена в ряд Тей- 
п 
n=1 
лора в окрестности точки z = —1/2. Какова область, в которую будет 
таким образом продолжена функция f(z)? 
со 27 
8.3. Доказать, что функция f(z) = Gl может быть 
n=l 


продолжена на большую область посредством ряда 
1— — 52 — 23 
р ее. 


8.4. Степенные ряды 
fley= ми ранит 


не имеют никакой ae области сходимости. Доказать тем He менее, 
что функции f1(z) и /2(2) являются аналитическим продолжением 


друг друга. 
8.5. Доказать, что функции, определенные рядами 
1 _ (-а)ё, а- а)? =? a 
1-2 (1-2)? (i — z)3 ad 


являются аналитическим продолжением друг друга. 


1+ а2+а722 +... и 


8.6. Пусть степенной ряд 
f(z) =anp tayz+...+anz" +... 


имеет радиус сходимости В = 1. Произведя замену переменной 2 = 
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приведем его к виду 
2 
Ка) = (=>) = F(Z) = о+12+...+” +... 


Обозначив радиус сходимости полученного ряда через р, дока- 
зать следующие утверждения: 

1) р> 1/2, причем если точка 2 =-1 является особой для функ- 
ции / (2), то р = 1/2; 

2) если ь <р<1, то равенство f(z)=F(Z)= F(-+) позволя- 

—2z 
ет аналитически продолжить функцию f(z) в область, внешнюю для 
& 

1- : и 

3) если p=1, то указанное в п. 2) равенство аналитически про- 
должает функцию f(z) в полуплоскость Rez < 1/2; 

4) если р > 1, то функция f(z) аналитически продолжима в об- 


= 


ee 
~ 1+8? 


круга |2| < 1H внутреннюю для окружности Аполлония 


ласть, внешнюю для окружности Аполлония 
Pee. 
со 
в 
8.7. Доказать, что степенной ряд f(z) = у 2? представляет 
n=0 


функцию, аналитическую в круге |2| < 1 и имеющую окружность 
|2| = 1 своей естественной границей (т. е. f(z) является функцией, 
не продолжимой за пределы единичного круга). 


Указание. Пользуясь тождеством f(z) = 22+ 24+... + 22° + 


+ f(z"), доказать, что для любой точки вида C= 2/1 (k — натураль- 
ное число) /(10) > с при +-1 (0<#<1. 


В задачах 8.8, 8.9 доказать что функции, представленные ука- 
занными степенными рядами, не продолжимы за пределы единич- 
ного круга, 


со 
1 
8.8. (г) = S02”. 
n=0 
Указание. Если ри g — взаимно простые целые числа и т 2 4, 
й п! 
то (пезвтич =”. 
yn 
8.9. f(z) = 2. 
n=0 
Примечание. В задачах 8.7-8.9 рассмотрены частные случаи 


общей теоремы Адамара о пропусках. 
Если номера отличных от нуля коэффициентов степенного ряда 


со 
f(z) = 5 Qnz" образуют последовательность п1,72,.... в KOTO- 


n=0 
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рой пк41 > (1 +а)пь, где «> 0, то граница круга сходимости 
ряда есть естественная ВН функции f(z). 


8.10. Доказать, что ряд > (== _ я) в областях |2| < 


< 1и |z| > 1 представляет an аналитические функции, не явля- 
ющиеся аналитическим продолжением друг друга (см. также зада- 
чи 5.14-5.17). 
8.11. Пусть f(z) и $(2) — произвольные целые функции a 
со 


_ yn _ tml 
S(z) = > (+ ЕЕ a ize): о что выражение 


${г) = 5 [f(2) + 9(z)) +5 > SL) - +] 
представляет в ee lz) <1 ee f(z), а в области |z| > 1 — 
функцию y(z). 
8.12. 1) Howasay es; что если а — действительное иррациональное 


1 
число, то ряд хх Cr представляет в областях |z| < 1 


fal 

и |z| > 1 аналитические функции, для каждой из которых окруж- 
ность |2| =1 является естественной границей. 

Указание. Доказать, что сумма ряда неограниченно возрастает 
при 2 > e747 вдоль радиуса-вектора. 

Примечание. Приведенная задача является частным случаем 
следующей общей теоремы. 

Пусть Р — кривая, замкнутая или разомкнутая, имеющая в каж- 

о oo 


n=1 


дой точке определенный радиус кривизны. Если ряд > сп абсолютно 
n=1 

сходится, а точки а1,а2,....ап,... Все лежат Ha кривой С и распре- 

делены на ней так, что на любой конечной дуге кривой Г всегда со- 
©о 


cn 
держится их бесконечное множество, то ряд F(z) = › 
ап — 


п=1 
ставляет функцию, аналитическую в любой области, не содержащей 
точек кривой L, и для которой эта кривая является особой линией 
(см. Гурса. Курс математического анализа, т. 2, ra. XVI). 
2) Доказать, что если  —- действительное рациональное число, 
то ряд п. 1) представляет рациональную функцию. 


8.13. Доказать, что ряд 
оо 


1 
У - (п = еп) 
пп 
n=1 
сходится при Rez > 1, и его сумма имеет прямую Rez = 1 своей 
естественной границей. 


пред- 
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8.14. Доказать, что функция f(z) = у. е—"!* аналитична при 
т=0 
Rez >0 и имеет прямую Rez = 0 своей естественной границей. 


8.15. Доказать, что функцию ме. определенную в полуплоскос- 
ти Rez>O рядом Дирихле f(z = Soe ^" 2, где ay = (—1)"*!, 


Азк-1 = 2k, Ane = 2k +e72* (К = 1, 2. > можно аналитически про- 
должить в полуплоскость Re z > 5 


© 
Указание. Записать f(z) в виде f(z) = > (1 _ ee er 
< Ме *, 


-2k 


k=1 5 
и доказать, что в любой конечной области | -—e 7° 


где М — постоянная для рассматриваемой области. 

Примечание. Приведенная задача показывает, что на прямой, 
ограничивающей полуплоскость сходимости, сумма ряда Дирихле мо- 
жет не иметь особых точек. 


8.16*. Функцию f(s), Опал, в полуплоскости Res > 0 


с помощью интеграла Лапласа f(s) = fe Stel зте!' dt, продолжить 
0 
аналитически в полуплоскость Res > —1. 


8.17. Гамма-функция Эйлера определяется в полуплоскости 
со 


Ве2> 0 посредством интеграла Г(2) = т Е 
a 

Применяя к правой части этого равенства интегрирование по частям, 

показать, что функция Г(2) аналитически продолжается на всю плос- 

кость как мероморфная функция с простыми полюсами 0, —1, —2,... 


..-п,.. причем вычет относительно полюса —п равен (—1)"/nl. 
8.18. Показать, что Г-функцию можно аналитически продолжить 
oo 
при помощи формулы T(z) = › Е s+ fe ere de 
- ni(z+n 
a= 


1 
Указание. Заменить в интеграле ее dt функцию e7 
0 


Е ее 


разложением в степенной ряд. 


8.19. В задаче 3.26 было доказано, что при О0<х<1 


со со 
Де-тсовё@ = I(x) cos on | ae sint dt = I(x) sin oo 
0 0 


В каких областях плоскости z будут справедливы указанные 
формулы? 
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8.20. Доказать, что Г(=) можно продолжить на всю область ее су- 
ществования при помощи формулы 
a > -1 z-1 — ,(2-1)In(-w) 
T(z) = 5 — [= *(-и)* dw —w =e 
(2) = 5 [© (и) ((-w) ) 
С 
где контур С состоит из разреза по положительной части действи- 


тельной оси, причем обход начала координат совершается против ча- 
совой стрелки. 


8.21. Пусть ¢(z) — дзета-функция Римана (см. задачу 5.13) 


Co 


(2= >> = (Rez > 1). 


n=l 


со 
1 wea 
Доказать, что при Rez>1 C(z)= raf ent dw, и получить 


отсюда аналитическое продолжение функции ((2) на всю плоскость, 
исключая точку 2 = 1; выяснить характер особенности функ- 
ции С(2) в точке z = 1. 

Указание. Для аналитического продолжения рассмотреть ин- 


(—w)?7! 
теграл Г dw, где С — контур задачи 8.20. 
С 


8.22*. Пусть функция f(z) разложена в степенной ряд f(z) = 
[> ®) 


= > Qnz", имеющий радиус сходимости R= 1. Обозначим че- 


n=0 


оо п 
Ganz 
рез y(z) сумму ряда y(z) = уз = (функция $(2) — функция, 
n=0 , 
сопряженная по Борелю с функцией f(z), — является целой; см. 3a- 
дачу 3.150). 
Доказать, что при |2| < 1 имеет место равенство 
foe) 
] е- реа = f(z). 
0 
со 


Доказать также, что функция | e—'y(zt) dt осуществляет анали- 
У ф у 


0 

тическое продолжение функции f(z) в область С, определяемую 
следующим образом: через каждую особую точку функции f(z) 
проводится прямая, перпендикулярная к отрезку, соединяющему 
эту точку с началом координат; G — выпуклая область, содержащая 
круг |2| < 1, граница которой состоит из точек описанных прямых; 
если количество этих прямых конечно, то G — многоугольник (ме- 
тод продолжения Бореля). 
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8.23. Проверить метод продолжения Бореля для следующих ря- 
дов: 


со 
aa a 
n=0 n=0 

8.24. Пусть в интеграле типа Коши F(z) = — 20“ 

pats С-2 
простой замкнутый контур и (С) — функция, непрерывная вдоль С. 
Доказать: чтобы одна из функций Ft(z) и F(z) (см. с. 127) была 
аналитическим продолжением другой через дугу y Е С, необходимо 
и достаточно, чтобы f(z) = 0 на дуге 7. 


8.25. Доказать, что если функция y(¢) не является аналитичес- 
кой!) ни в одной точке простой незамкнутой дуги С, то все точ- 


; 1 
ки дуги С особые для интеграла Tuna Кощи Sai eames 
Tt 


Указание. Исходить из формул Сохоцкого для предельных 3Ha- 
чений интеграла типа Коши. 


8.26. Пусть y — обходимый в положительном направлении прос- 
той замкнутый контур, состоящий из дуг ¥;, 72 с общими конечными 
точками 21 и 22 (рис. 31), Gt — 
область внутри 77, G7 — область 
вне 7. Пусть, далее, 

F(z) = p(d) ас 


Cae 


Y2 


= 2 


г 
roe $(0 =а, если CEN, и 
n с- p(Q) =Ь если CE (an b— 
комплексные постоянные). 
о. Найти функции F+(z) иР` (2) 
и продолжить аналитически функцию F(z) в область Gt: 

а) через дугу 91; 6) через дугу 72. 

8.27. Пусть G — двусвязная область, ограниченная внутренним 
контуром 77 и внешним Г, и (2) — функция, аналитическая в замк- 
нутой области 4 + + Г. 

mil fo: 2 д 
~ Qi 


Доказать, что т. 
аналитически продолжима во всю внешность контура 7, а функция 
LO к 
aay C2 _ о 


1) To есть не существует аналитической функции, совпадающей с ф(С) на 
какой-либо дуге, принадлежащей С. 


$2. Особые точки многозначного характера. Римановы поверхности 141 


— во всю внутренность контура Г. Обход контуров y и Г соверша- 
ется против часовой стрелки. 


§ 2. Особые точки многозначного характера. 
Римановы поверхности?) 


Изолированная точка ветвления z = а порядка k — 1 функции w(z) 
(Е — натуральное число, К 2 2) характеризуется тем, что имеется 
ветвь 1(2), допускающая в окрестности точки z = а представление 


ие у aoa (а # co) 
или ть 
в = vee (а = 00). 


Если лишь конечное число коэффициентов с» с отрицательны- 
ми индексами отлично от нуля, то точка 2 = a (или z = 00) Ha 
зывается алгебраической точкой ветвления (а. т. в.). В противном слу- 
чае соответствующая точка называется трансцендентной точкой 
ветвления (существенно особая точка многозначного характера). 

Над одной и той же точкой =-плоскости функция w(z) может 
иметь не более счетного множества различных алгебраических и 
трансцендентных точек ветвления, правильных точек и особых 
точек однозначного характера. На римановой поверхности функ- 
ции w(z) над 2-плоскостыо такие точки имеют взаимно не пересе- 
кающиеся окрестности. 

В каждой такой окрестности и является однозначной функцией 
локального параметра t: 


со 
w= у` Cnt"; 
n=—N 
где 
a (ergy ви 
© glk (a = oo). 


К логарифмическим точкам ветвления (л.т.в.) относятся точки 
&=а или 2 = со, для которых какая-либо ветвь w(z) допускает неогра- 
ниченное аналитическое продолжение в области 0 < [#-а| < 
< г (соответственно В < |z| < oo) и там бесконечнозначна. Такая 
ветвь (2) в окрестности л.т.в. становится однозначной аналити- 
ческой функцией при переходе к параметру t = Гл (2 -а), Ret < р 
(соответственно t = Lnz, Ret > р). Следует иметь в виду, что на 


?) К этому параграфу см. [1, гл. VIII]; Голубев В. В. Лекции по ана- 
литической теории дифференциальных уравнений.— М.: Гостехиздат, 1951; 
Неванлинна Р. Униформизация. — M.: ИЛ, 1955. 
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римановой поверхности над одной и той же точкой 2, наряду с раз- 
личными л.т.в., могут находиться и другие точки однозначного 
и многозначного характера. 


8.28. Выяснить, при каких значениях 2 значения w(z) на всех 
листах ее римановой поверхности над 2-плоскостью одинаковы, если: 

)ш= (22 -9)/fz; 2) w =sinz + (2? + 4) [п 2; 

3) w =sinz + (2? + 4)? Laz. 

Одинаковы ли в тех же точках значения и’ (2)? 

8.29. Убедиться в том, что для каждой из функций: 

Yw=2z/z, 2) ш= ща, w(0) =0, 
в точке 2 =0 существует лервая производная, притом одинаковая 
для всех ветвей, а конечная вторая производная не существует. 


В задачах 8.30-8.38 каждую из указанных функций w(z) разло- 
жить в ряд по степеням локального параметра t в окрестности всех 
точек ее римановой поверхности, расположенных над данными 
2-точками; указать области сходимости полученных рядов. 


8.30. w= ———, 2=|1, 2=2. 


If 
№ 
| 
| 
N 
R 
| 
= 
XR 
I 
a 
rR 
| 


8.31. w со 
8.32. ш= М1 \У2-1, z=1, z=2, z= 
8.33. w= 1+ 2-1 z=1, #=2, =. 

5). 


8.34. w= V(/z—-al(Vz—b), z=co (aF 


ан. 3—0, S86. ЧЕЙ 


22 
8.37. ш = св 3/2, &=0. 8.38. ш = Vsinz, z=0. 


В задачах 8.39-8.45 требуется найти точки 2-плоскости, над ко- 
торыми имеется хотя бы одна особая точка заданной многозначной 
функции, и указать характер всех точек римановой поверхности, ле- 
жащих над каждой из таких точек г-плоскости. 


: 1 | 1 1 
8.39. ——. 8.40. —— =. 8.41. ———. 
es ee ne 
1+ М2 
1 
8.42. : .43. 4 — 2. 
42. по. 8.43. УУ+ УЗ 


8.44. tg(iLnz). 8.45. tg (: Ln г). 


Если функция w = f(z) однозначна, а обратная ей функция z(w) 
многозначна, то для определения алгебраических точек ветвления 
функции z(w) нужно найти нули f'(z), кратные полюсы f(z) и ис- 
следовать поведение f(z) на бесконечности. При этом точке 20 # со 
соответствует а.т.в. А — 1 порядка функции z(w), если в окрестнос- 


ai 
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TH 20 разложение Лорана функции f(z) имеет вид 


f(z) = ш + do en(z— 0)" (ск #0) 


n=k 
или 53 


f= > Cn(z~ 20)" (сть #0). 
n=—k 


Если 20 = бо, TO указанные разложения должны иметь вид 


—© 
Кг) = Di enz” (ck #0) 
или о 
f(z) = ш + ye Cnz” (cp #0). 
n=—k 
В задачах 8.46-8.52 определить особенности 2(w), если м — дан- 


ная функция. 
z 


8.46. ш =2(1-2). 8.47. ш = 23—31. 8.48. w= —.. 
(1+2)? 


2 = 
8.49. w = ( ig ie 8.50.uw = 222 (0<a<1). 


1-2 22 —1 


8.51. w= P,(z) (многочлен п-й степени). 

8.52. w= R(z) (рациональная функция). 

В задачах 8.53-8.61 исследовать отображение, осуществляемое 
функцией (2), построить риманову поверхность В над ш-плос- 


костью и разбить Z-NAOCKOCTb на области, соответствующие листам 
или полулистам А. 


п 
8.53. w= (1 + =) . Рассмотреть предельный случай п - oo. 


8.54. ш= (2—°)". 8.55. ш=5(2+1). 8.56. = 


b 2 (— 2)?" 


1 1 > “ 

8.57. ш = 5(=" + =). Найти также группу линейных преобра- 
z 

зований, относительно которых функция и инвариантна, и выяс- 


нить, какие преобразования римановой поверхности соответствуют 
преобразованиям группы. 


п п 
8.58. ш = О 8.59.w=z-—. 8.60. w= : a 
8.61. w =T,(z) = wi cos(narccosz), п > 1 (T,(z) — полиномы 
Чебышева). 


В задачах 8.62-8.65 найти особенности функций, обратных к дан- 


ным. 
8.62. ш=е!/*. 8.63. ш = е*-И/?) (+ — комплексное число). 
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8.64. ш = со52 + зт2. 8.65. ш = =. 

В задачах 8.66-8.74 построить римановы поверхности над 
ш-плоскостью. 

8.66. ш = со52. 8.67. ш= зша. 8.68. ш= tgz. 

8.69. ш=С 2. 8.70. ш = $2. 8.71. ш = №2. 

8.72. ш = 12. 8.73. ш = са. 8.74.w =z+e. 


8.75. Считая известной риманову поверхность над ш-плоскостью 
рациональной функции w = R(z), построить римановы поверхности 
функций z(w), если: 

l)w=R(e*); 2) w = R(sinz). 


В задачах 8.76-8.81 построить римановы поверхности указанных 
функций (над 2-плоскостью). 
8.76. 1) w = /(&-а) (2-6); 2) ш= Slz-a)(z—-d)(z—c); 
п 
3)w=, Пе — ак) (отдельно рассмотреть случаи четного и 
k=1 
нечетного п). 


8.77. l)w=VYz-a; З)ш= Y(z-a)(z—- 8); 


3) w = Vz —-a)(z — b)(z - 0); 4) w= 4] (#-а»), n> 3. 
k=1 


8.78. w= V(z—a)(z— b)(z—c), n> 3. 
8.79. ш = Vana +Vz—¢. 8.80.w=/%z-1. 


8.81. т = Vsinz. 


В задачах 8.82-8.87 исследовать отображения и построить рима- 
новы поверхности для алгебраических функций (2) и z(w). 
8.82. и? +22 = 1. 


# 
8.83. и? = (= Указание. Воспользоваться решением за- 
8 


дачи 8.56. 


8.84. we +23 — 32 = 0. Указание. Воспользоваться пара- 
3t 3t? 
метрическим представлением z = ——~ =, 
ре, р т Oe eRe 


23 


Qin. 
8.85. we = = 


Указание. Воспользоваться параметричес- 
р в 


ким представлением = ——- wo... 
pea ТЕР’ T+P 
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2 glitz a 1 
8.86. w* = z . Указание. Положить z= --——, № = 
| 1-2 e+ 
1 
e+1° 
п 
8.87. w = ее Указание. Рассмотреть отдельно слу- 
т)? 


чаи четного и нечетного п. 


Если 2 = a — особая точка для одной из ветвей f(z) функции w(z), 
то областью неопределенности f(z) в точке 2 = а называется множе- 
ство предельных значений f(z), получаемых из ее значений в окрест- 
ности 2 = а над |2 —а| < г приг -+ 0. Длн а. т. в. и полюсов область 
неопределенности состоит из одной точки. Если функция однозначна 
и точка а — изолированная существенно особая точка, то, по теореме 
Сохоцкого, область неопределенности покрывает всю плоскость (см. 
также задачу 4.76). Для трансцендентных и логарифмических точек 
ветвления, а также для неизолированных особых точек область не- 
определенности может иметь более сложную структуру (см. книгу: 

Голубев В. В. Лекции по аналитической теории дифференциальных 
уравнений.— М.: Гостехиздат, 1951.— Гл. I, § 7). 


В задачах 8.88-8.99 определить особенности функций, а также 
найти области неопределенности в трансцендентных и логарифми- 
ческих точках ветвления. 


; 8.88. ш = (v2) 


т 
8.89. ш = (v2) (n,m — натуральные числа). 


90.wae/(VE-D. 8.91. и = V2 8092. ше Е У 
8.90. ш=е . 8.91. ш a 8.92. w И 
8.93. ш = e(")" (п — целое число). 8.94. ш= zt =е "2. 


8.95. ш = яп[Гпг. 8.96. ш = Се. 8.97. ш=а + Гал. 


8.98. ш = ~ Arcsin 2. 8.99. ш= 5 + Arctg z. 


В задачах 8.100-8.103 построить римановы поверхности заданных 
функций. 
8.100. ш = z* (а — комплексное число). 


8.101. w = Та [(2-а)(2-5]|. 
8.102. ш = Ln[(z -а)(2-5)(2- с)]. 8.103. ш = Та sinz. 


Н 


8.104. Пусть ¢ = y(z) — однозначная или многозначная аналити- 
ческая функция, В, — ее риманова поверхность над 2-плоскостью 


и = f(¢) — однозначная аналитическая. функция с областью оп- 
ределения Ge. В каких областях на A, , каждое из указанных выра- 
жений: 


10 Л.И. Волковыский и др. 
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1) (2) = fly(z)], 2) wlz) = flz)+(z), 3) w(z) = Ка)ф(®), 
определяет единую аналитическую функцию? 

Рассмотреть, в частности, случай, когда ф — алгебраическая 
или обратная к мероморфной, а f — рациональная или трансцен- 
дентная мероморфная функция. 


В задачах 8.105-9.2 выяснить, какие из указанных функций w(z) 
распадаются на различные аналитические функции, а какие — нет; 
определить также их особенности и там, где указано, построить ри- 
мановы поверхности (п vm — натуральные числа). 


8.105. w= vz? (сравнить с (\/2)?). 

8.106. w= 9/24 (сравнить с (5/2)4). 

8.107. w= Yz™ (сравнить с (5/2)”). 

8.108. ш = Yer 8.109. ш= Ysinz. 8.110. w = 12. 

8.111. ш = [ле?. 8.112. ш =Тю(2- 1/2). 

8.113. ш = Га (е* —1). Построить риманову поверхность. 

8.114. и =Тл sinz. Построить риманову поверхность. 

8.115. w= Lntgz. Построить риманову поверхность. 

8.116. w = Arccos (cos z) (сравнить с cos (Атссоз z)). 

8.117. w = Arctg (tgz) (сравнить с tg (Arctg z)). 

8.118. 1) ш = (2")” (r1, ro — рациональные числа). Сравнить 
с (272)"1. Рассмотреть, в частности, г1 = 2, ry 5) 

2) ш = 2171172; 3) w= 27 4 272. 


8.119 w= УТ. 8.120w= УЗЫ. 


z& 
8.121. w= т 
8.122. w= Yinz. Построить риманову поверхность. 
8.123. w=LnLnz. Построить риманову поверхность. 
8.124. w = Па (2-1). 
8.125. w= {/Атсящл. Построить риманову поверхность. 
8.126. ш = ArcsinLnz. Построить риманову поверхность. 


8.127. w=Ln( Yz—-1). Построить риманову поверхность. 
р 


т. Е-У ied. Ge 
8.128. w=Ln ПЕ 8.129. w = Arcsin =a 


8.130. w = Гал“ (а — действительное число). 
8.131. ш= \/2+Тл2. Построить риманову поверхность. 
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8.132. w=Lnz+Lnz. 8.133. w = Агсяш 2 + Arccos z. 


8.134. w=Arctgz+Arcetgz. 8.135. ш = Arthz — Агсё 2. 

8.136. Построить риманову поверхность функции ш = (Lnz)! 
и исследовать множества предельных значений w для одной л.т. в. 
над точкой 2 = 0, получаемые при: 

1)r70, p=const; 2)г-+0, a< p<; 

3) r=const, y+ +00; 4) r—-+0, y-+ too. 

8.137. Пусть x(z) — однозначная аналитическая функция в кру- 
ге |2| < 1, нигде не продолжимая за окружность |z| = 1. 

Выяснить, при каких значениях а указанные функции распада- 
ются на различные аналитические функции, а при каких не распада- 
ются: 

Пш=х(=) + Vz-4; 2) ш=х(2) (аа) 

3) ш=х(а + 2"); 4) ш=х(а+е”). 

8.138. Выяснить вопрос о распадении функций: 


Пш= YC-a, 2)w=Ln(C-a), 
roe € = x 1(2), ах — функция из задачи 8.137. 

8.139. Исследовать поведение отдельных аналитических функ- 
ций, определяемых равенствами: 

1) и = х(2) (1012), 2) w = x(z)[Ln(z — 1], 
где х(2) — функция из задачи 8.137. Найти, в частности, области 


неопределенности в окрестности л. т. в. 
Указание. Воспользоваться решением задачи 8.136. 


8.140. Пусть f(z) — целая функция. 
Построить римановы поверхности функций: 


l)w=/f(z); 2) w =Ln f(z); 


3) ш = [f(z)]* (@ — иррациональное число). 


со 
8.141. Построить риманову поверхность функции w = 4 ye =”. 
2 п=1 


со п 
8.142. Пусть f(z} = z+ у` Ea Ce Построить рима- 
n=1 


новы поверхности функций: 


1 ш= Jf); 2) w=Lnf(z); Зш = Inf (3) +n f(5-). 


Указание. Предварительно доказать, что функция f(z) одно- 
листна в круге |z|<1 и имеет окружность |2|=1 своей естествен- 
ной границей. 


10* 


ГЛАВА IX 
КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ (ПРОДОЛЖЕНИЕ) 


$ 1. Формула Кристоффеля-Шварца\) 


Обозначим через Р ограниченный многоугольник в и-плоскос- 
ти, Ay (k = 1,2,...,n) — его вершины, расположенные в порядке по- 
ложительного обхода Р относительно его внутренности, и кл — его 


п 
внутренние углы Cy a, =n 2). Функция w= f(z), отображаю- 
k=1 
щая верхнюю полуплоскость Imz > 0 на внутренность многоуголь- 
ника P, определяется по формуле Кристоффеля-Шварца 


п 
w= f@)=Cf T]@- a) de + Су, (1) 
0 k=l 
где -oo <a) <а2 <... Зал < OO — точки на OCH х, соответствующие 
вершинам Aj, Ao, ..., An многоугольника Р; Си C, — комплексные 
постоянные. 


В формулу (1) входят подлежащие определению точки a, — об- 
разы заданных вершин A, многоугольника и постоянные С и Cj. 
Из п точек a, три можно выбрать произвольно, так как дробно- 
линейным преобразованием верхней полуплоскости на себя их можно 
перевести в три заданные точки. Определение остальных п — 3 точек 
и комплексных постоянных С'и С! (всего п + 1 действительных 
параметров) представляет главную трудность при практическом ис- 
пользовании формулы (1). В принципе неизвестные параметры могут 
быть найдены из следующих соображений. Длина 1; стороны А; А+ 
((=1,2,...п- 1) равна 


Gis] @:-1 п 
eet 7 = = ак —1 
i= fis (x)| dx ict f Пе ay |! dar. 


Длина 1, стороны A, A, равна 
со п а: п 
i, = |C| Я Пе-в 1 do + | ПЕ- а! -1 dz 
On k=l —oo ВЕТ 
+) К этому параграфу см.: (2, гл. УНТ. $ 7], [3. ra. Il, $ 3]; Konnengeannc B., 


Штальман Ф. Практика конформных отображений.— M.: ИЛ, 1963 (в этой книге 
содержится также каталог отображений различного рода многоугольников). 
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Составляя отношения длин п-3 сторон к одной из трех ос- 
тавшихся, получаем n—3 независимых уравнения для определе- 
zn 


ния n—3 точек ах. Тогда функция t = / Пе — а) ** 142 опре- 
0 k=1 
делит отображение верхней полуплоскости на многоугольник Р’ в 
{- плоскости, подобный данному. После этого строим линейное пре- 
образование и = Ct+C\, переводящее P’ в Р. 
Отображение верхней полуплоскости на внешность того же мно- 
гоугольника реализуется функцией 
< п 
= — а’ 8-1 42 
F(z)=Cf Пе и. (2) 
0 k=1 
где $ — точка верхней полуплоскости, соответствующая бесконеч- 
но удаленной точке ш-плоскости; a, — точки, соответствующие вер- 
шинам A, многоугольника (теперь со > a, > a, >... > ау > —00); 


nm 
Gyn — внешние углы многоугольника (4 =2-а,, > Beant 2). 
k=1 
9.1. Доказать, что если одна из вершин многоугольника — образ 


бесконечно удаленной точки, например, а» = со, то отображающая 
zn—1l 


функция имеет вид f(z) = cf Пе — ay)! dz + С1. 
0 k=1 
1 
Указание. Совершить преобразование с=-—-, если все ак £0, 
2 
1 
и C= ве в И. # ак, если одна из точек a, =0 (k = 1,2,... 
= 


wan 1). 
9.2. Доказать, что если одна или несколько вершин Ах лежат в со, 
то формула (1) остается в силе, если под азл понимать угол между 


Рис. 32 


соответствующими лучами в конечной точке их пересечения, взятый 
со знаком минус. 

Указание. Пусть Ах = 00. Если a, <1, то рассмотреть мно- 
гоугольник P', отсекаемый от P отрезком А; Ах, где Ау и Ах лежат 
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достаточно далеко на сторонах Аь-1Ак и Ак Ак (рис. 32, 1)), ив 
формуле (1) для Р’ совершить предельный переход Ах -» сю, 
А! > oo. Если же a, > 1, то ALA! соединить в Р ломаной (см. 


рис. 32, 2)) и, подобно ее расширяя, удалить в со. 


9.3. Определить величины са», входящие в формулу (1), для об- 
разованных параллельными лучами бесконечно удаленных вершин 


1) 2) 


— Ag A, Ag 
—————— 
Ai = ‘A Ay 
3) 4) 
A а: 
1 Аз Ay : 
А,—— А Аа 
Аз Аз = : 
5) 6) 
Ag ЕН = А Аз Ag 
— at \ А 2 и 
aes 4 
Ay ese a, Аз А 
7) 8) 
А 
A Ag . 
я 6 
А; = Ag \ ar 
aay Ay oe 
Aiea А oa 
— Ay —— А. 
Рис. 33 


“многоугольников”, изображенных на рис. 33. 
Указание. Совершить предельный переход, аналогичный реко- 
мендованному в указании к задаче 9.2. 


9.4. 1) Доказать, что при отображении единичного круга {z| < 1 на 
многоугольник P, расположенный в конечной части плоскости, отоб- 
ражающая функция имеет вид 


д п 
f(z) = cf [[ (@ - ae) 1 dz + C1, 
0 k=1 
где ак =е® (41 < ф> < ... < фи) — точки на окружности |2|=1, 
соответствующие вершинам Ак, обходимым в положительном нап- 
равлении, а охл — внутренние углы многоугольника Р. 
2) Доказать, что функция, отображающая единичный круг |2| < 1 
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на внешность того же многоугольника Pe при условии, что точ- 


ка z=0 переходит в точку = со, имеет вид 
zn—1 


fe) =C f TI - ay, 
1 k=l 
где a, = ele (yp, > yy >. > yj), а Bee — внешние углы P. 


9.5. Найти все случаи однозначного обращения формулы Ёрис- 
тоффеля-Шварца (1), т. е. выяснить, для каких многоугольни- 
ков Р обратная функция 2 = z(w) определена и однозначна во 
всей и-плоскости. 

Указание. Многоугольники, получаемые из Р любым четным 
числом зеркальных отражений относительно сторон, должны без про- 
пусков и перекрытий замостить всю \и-плоскость. 


В задачах 9.6-9.8 отобразить верхнюю полуплоскость Imz > 0 на 
указанные области P, расположенные в и-плоскости, при заданном 
соответствии вершин Р и точек действительной оси. Определить так- 
же период или периоды обратной функции z(w), группу С ее инвари- 
антных линейных преобразований и-плоскости и фундаментальную 
область В этой группы (см. с. 38). 

9.6. 1) Р — полоса О<о< В; w(—00, 00) > 2(0, 00) 2); 

2) Р — полоса 0<u<h; w(—co, сю) > 2(-1,1). 

9.7. Р — полуполоса О<и<т, v <0; ш(0, т, —ю0)  2(1, —1, 00). 

9.8. 1) Р — прямоугольный треугольник с острыми углами 

и 
si (о, + =) — 2(0, 1,00); 


2) Р — прямоугольный равнобедренный треугольник; 


т 
3? 


w(0,w,w + iw) — 2(0,1, 00); 


3) P — равносторонний треугольник; 


est 


w(0, Ww, Ww + — 2(0, 1, со). 


9.9. Найти области плоскости w, на которые функция 
z 

w(z) = fev —t dt (argw'(z)=0, если O0<2<1) 
0 


отображает верхнюю полуплоскость Пил > 0, если: 
1)0<a<2, 0< 8 < 2; рассмотреть случаи: 


2) Здесь и в дальнейшем символом w(A, B,...) + 2(а,6,...) обозначено со- 
ответствие точек ш- и 2-плоскостей: А <-> а, В+-6, 
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а) а+В<1; б)а+8=1; 

B)a+@>1, в частности а+В=2 и a= f= 3/2; 
2)1<а<2, -1<6<0, a+821; рассмотреть случаи: 
а) а=1 В=0; б)оа+8=Е ва=2; 

гра=2, В=1/2; да=2, В=-1. 


9.10. 1) Найти области плоскости w, на которые функция 
Г вх in 
w(z) = == 2-0 + (1 2d)[In (vz + Vz=1) ~ ] 
1 ftt-t) 2 
отображает верхнюю полуплоскость. Рассмотреть случаи: A < 0, 


0<л< 1/2, A=1/2, 1/2< А<ти АЕ 
2) Найти области плоскости w, на которые функция 


уе т lle =D Ау 


отображает верхнюю полуплоскость. Рассмотреть случаи: A < 0, 
O<A <1 uw A>. 


9.11. Отобразить верхнюю полуплоскость {п2 > 0 на области 


Рис. 34 


в ш-плоскости, указанные на рис. 34, при заданном соответст- 
вии точек: 

По(А=0, B=1, C=) > 2(0,1, 00); 

2) w(A=0, B=1, C= 00) 2(0,1,0); 

3) w(A =0, B= co, C= о} -+ 2(0, 1,00); 

4) w(A =0, Вах, C = oc) -+ 2(0,1, 00); 
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5) «(А =0, B=ia, С=о) > 2(0,1, 5). 

9.12. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz>0 на области 
в ш-плоскости, указанные на рис. 35 (0<0< 1): 

1) w(A, В =0, С=ою) > 2(0,1, 0); 


2) %(А, В =0, C = 0) > 2(0, 1, 00). 
В случае, когда 9 — рациональное число (9 = p/g), выразить по- 
лучающиеся интегралы через элементарные функции. 


72 


Рис. 35 Рис. 36 
9.13. Отобразить верхнюю полуплоскость на область, указан- 
ную на рис. 36 (дуга АС — полуокружность) 
w(A = ai, B= 00,C = 0) -+ 2(0, 1, 00). 
Указание. При помощи отображения ¢ =a/w сводится к част- 
ному случаю задачи 9.12, 2). 


9.14. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz > 0 на область 
-плоскости, указанную на рис. 37, при условии 


w(A = -h,B=0,C =h,D = о) > #(-1, 0,1, оо). 
(Возможность такого отображения следует из принципа симметрии.) 


2h uf 
WAY 
B 


Puc. 37 Puc. 38 


9.15. Отобразить верхнюю полуплоскость Im z > 0 на ромб в w- 
плоскости с углом ла при вершине А и стороной d (рис. 38). 
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Соответствие точек задано схемой 

w(A=0, B=d, С=а(1+е"“), р = de®) -+ 2(0,1, 00, —1). 
Обосновать возможность такого отображения. 

9.16. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz > 0 на области 


Рис. 39 


в и-плоскости, указанные на рис. 39. Параметры a, b (а>0, b> 
> 0) — прообразы соответствующих вершин — не могут быть заданы 
произвольно, и их следует найти: 

1) (А =0, Вах, C=H+ith, D=0) -+ 2(0, Та, со). 

2) (В =, С =Н+й, Б=х, C'=-H+ih, В' =) + 
— 2(1, а, со, -а, -1). Указание. Провести дополнительный разрез 
по мнимой оси и воспользоваться принципом симметрии; 

3) (А =0, Вх, С=ю, D=—hz3—-i(ho~h), Е = 0) + 
— 2(0, 1, а, со, —В). 

9.17. 1) Найти функцию (2), отображающую круг |2| < 1 на 
внутренность правильного п-угольника с центром в начале коорди- 
нат и одной из вершин в точке w = 1, при условии, что (0) = 0, 
w'(0) > 0. 

2) Отобразить круг |2| < 1 на внешность того же п-угольника 
при условии, что w(0) = со, w(x) > 0 (0 <: < 1). Определить c_; 
в разложении %(2) =с_1/2 +... 

9.18. 1) Найти функцию w(z), отображающую круг |2| < 1 на 
внутренность правильной пятиконечной звезды с центром в нача- 
ле координат и одной из вершин в точке w = 1; условия нормиров- 
ки: 1(0) =0, w'(0) > 0. 

2) Отобразить круг |2| < 1 на внешность той же звезды; (0) = со, 
w(rz) > 0 (0 <т< 1); определить с_1 в разложении w(z) = с_1/2 +... 


9.19. Найти область, на которую функция 
7 2+") а 
(1- t7)2/n+r , 
о 


2 


(2) = и’ (0) > 0, -1<л<1- 5, 


отображает единичный ‘круг |2| < 1. 


| 
р 
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9.20. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz> 0 на правиль- 


ный п-угольник в ш-плоскости с центром в начале координат и 
одной из вершин в точке w = 1; норми- 


ровка: (1) =0, ш(0) = 1. 


9.21. Пусть область Р в ш-плос- F2 
кости есть внешность “звезды”, сос- Аз 
тоящей из п отрезков, выходящих Ay lA, Bs 
из точки w=0 (рис. 40). Пусть 
A, — вершины Р в начале коорди- 
нат и ол — соответствующие углы B, 

п 
(Soon — 2), B, — вершины Р в Рис. 40 

k=1 
концах отрезков звезды (A1, B,, 42, Bo, ... расположены в порядке 


положительного обхода P), |, = АкВь — длины отрезков звезды. До- 
казать, что функция ш = f(z), }(0) = со, отображающая единичный 
круг |=| < Т на P, имеет вид 


n 
с а 
Ка) = Пе- чл), 
z 
k=1 р 
где С’— комплексная постоянная, а a, = = е*7* — точки на окруж- 
ности |z|=1, соответствующие Ах. Точки by = е*, соответствую- 
щие вершинам B,, являются корнями уравнения 


п 1 hei 
У --=0. (3) 
22а #2 
k=1 
Как определить параметры С’, ак, bp? о 


Указание. При продолжении по принципу 
симметрии функция f(z) умножается на постоян- 
ные множители, поэтому функция 


ф(=) = f'(z)/f(z) Рис. 41 
является однозначной в 5-плоскости. 


Примечание. Полученная формула сразу дает решения ряда 
задач из гл. II, например, задач 2.128, 2); 2.129, 1); 2.131; 2.137. 
Рекомендуется заново решить указанные задачи и определить посто- 
янные, входящие в общую формулу. 


he~ie 


9.22. Отобразить внешность двузвенной ломаной (рис. 41) на 
внешность круга |2|> 1 при условии w(co) = 00, ш’(со) > 0. 


9.23. Доказать, что функция w = f(z), отображающая верхнюю 
полуплоскость Пи 2 > 0 на внешность звезды задачи 9.21, имеет вид 


С = ee 
Ка) = вЕые-5 Шт) ; 


~ (= 2% 


где 20 — точка верхней полуплоскости, переходящая в OO. 
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С, 9.24. Пусть область Р в и-плос- 
кости ограничена лучом [0, 05), 
п —1 отрезками, идущими из ш = 
= 0 в точки В; (i = 1,2,....n-1),u 
т — 1 лучами, идущими из точек D, 
( = 1,2,...т-1) в oo, такими, 
что их продолжения в противополож- 
ную сторону встречают начало ко- 
ординат (рис. 42). Пусть Ак (k = 
= 1,2,...,n) — вершины Р в нача- 
Рис. 42 ле, 04% — соответствующие углы, С’ 
(1 = 1,2,...т) — вершины Р в ©, 
jy — соответствующие углы, Ay By Ag...AnC1D1...Cm — положитель- 
ный обход границы Р. 
Доказать, что функция w = f(z), отображающая верхнюю полу- 
плоскость Пи >0 на Р, имеет вид 


f(z) =C Де-ч)** / TT 2-0)", @) 
k=1 j=l 


где ах, с; — точки на оси т, соответст- 
вующие вершинам Ag, Cj. Точки bj, ds 
на оси х, соответствующие вершинам В,, 
D,, являются корнями уравнения 


т 


п 


Рис. 43 


Как определить параметры С, ак, bj, сх, 4‹? Что изменится, если 
4 ’ $3 1) $ 3 
один из параметров ax, bj, cj, ds будет равен со? 


Указание. Доказать, что 


‘ = Пе-ь Пе-4) 
f'(z) = Oh _ 77 += s=1 
flaps т Ile - a) е ze 
k=1 jai 


9.25. Доказать, что формула (4) из задачи 9.24 справедлива и для 
областей Р с границей, содержащей два луча [0, со) (рис. 43). При 
этом вершина в начале координат учитывается и тогда, когда из нее 
выходят только два луча, образующих одну прямую. 


В задачах 9.26-9.30 отобразить на верхнюю полуплоскость 
Imz > 0 области и-плоскости, указанные на соответствующих ри- 
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С2|С 
С р 
па: В B В о в, 
Ата. с © д А: с с AXA, _с 


Рис. 44 Рис. 45 Рис. 46 


сунках при заданных условиях, и определить параметры а и b 
(a>0,b>0). 


9.26. Область, указанную Ha рис. 44, 


w(A, =0, В = he", Аз, С = 00) > z(-1, В, 1, 00). 


9.27. Область, указанную Ha рис. 45, 


w (A; =0, B=ih, А2,С =, D=iH, C2 = со) > 
— 2(—а, 0, а, 1/а, со, —1/а). 


9.28. Область, указанную на рис. 46, 


и (А: =0, By = -йе`""@, Ао, Bo = ре"®, Аз, С =оо) > 
— 2(—1, -Ь, 0, b, 1, ©). 
9.29. Область, изображённую на 
рис. 47, 


и (А: =0, В = йе" 92, 
Az, С: = со, О = Не"? Cy = 00) 5 
— 2(-а, 0, 6, 1/5, со, —1/а). 
9.30. 1) Область, указанную на 
рис. 48, 1), 
w(oo) = со, w(t1) = +1; 


2) область, указанную Ha рис. 48, 2) (углы между разрезами п/п; 
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крайние отрезки образуют с соответствующими лучами действи- 
тельной оси углы п /( 2n)), 


w(oo) = со, w(Aj, An) 2% ads 1). 


9.31. Пусть область Р в и-плоскости есть горизонтальная по- 
лоса шириной Н с разрезами, идущими налево в со из точек В; 


| 


Dn 


= 
SS 


_ <. 
в A Ww 


Puc. 49 


г с 
~~ 
SN 


(1=1,2,...п-1) и направо из точек D, (3 = 1,2,...,m— 1) (рис. 49). 
Доказать, что функция w = f(z), отображающая верхнюю полу- 
плоскость Imz>0O на область P, имеет вид 


т 


f(z) = (2-an)- SF in(2 -c)) +0, (6) 


jet 


где ах, с; — точки на оси х, соответствующие вершинам Ах и С; об- 
ласти Р; h, — расстояния между разрезами, идущими влево, 
al; — вправо. Точки 5; (1 = 1,2,...п- Г иа, ($ = 1,2,..,m—1) 
на оси х, соответствующие вершинам В; и D,, являются корнями 


уравнения 
т 
he i 
Bier = (7) 


Как определить параметры С’ ax, 8, с;, 45? Что изменится, если 
один из параметров ay, bi, с;, ds будет равен co? 

Указание. Задача сводится к задаче 9.25. Можно также нахо- 
дить функцию f'(z), которая однозначна, или непосредственно исхо- 
дить из формулы Кристоффеля-Шварца. 


9.32. Пусть область Р есть верхняя полуплоскость Ци > 0 с 
горизонтальными разрезами, идущими налево в со из точек В; 
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(i = 1,2,...,n) и направо в со из точек D, (3 = 1,2,...,т) (рис. 50). 


__ 


aN — 
WN 


_— ns 


a 


Puc. 50 


Доказать, что функция и = f(z), отображающая верхнюю полу- 


плоскость Imz>0 на область Р, имеет вид 
i п 


т 
he Ly 

=o ines ay= > Zingoej) 4 ase B 8 
да = Done an) - ое -сд+Аа+В, 8 

— j= 
где ак, с; — точки на оси х, соответствующие вершинам A, и С; 
области Р, и hy, [; — расстояния между разрезами, идущими в одну 

т 


сторону. При этом точка Ag переходит в co, А > би щВ = So. 

j=l 
Точки 6; (§ = 1,2,....n) ud, (s =1,2,...,m) на оси х, соответствующие 
вершинам B;, и D,, являются корнями уравнения 


“he _< lj = 
Dimes ий (9) 


Как определить параметры A, В, ag, 8, cj, ds? Показать, что 
если Ag переходит в точку ао 3 со, то 


f=) ine - a) - > Aine -6;)+ 
k=1 j=l 


| 
+ 


те. (10) 
я — a0 
где 
Н=У ‘№, [=> A<0 и ШВЕЕ. 
k=l j=l 


Если параметр ак или с; равен со, то в формуле (10) соответствую- 
щее слагаемое выпадает. 
Указание. Воспользоваться формулой Кристоффеля-—Шварца. 
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Для определения коэффициентов при логарифмических членах срав- 
нить приращения w при обходе (по полуокружностям) точек ao, ак, су, 
вычисленные геометрически и по фор- 
муле для f(z). 

9.33. Пусть область P — ш-плос- 
кость с горизонтальными разрезами, 
идущими налево в со из точек В; 
(& = 1,2,...п) (рис. 51). Доказать, 
что функция w = f(z), отображающая 
верхнюю полуплоскость Im z > 0 на об- 
ласть P, имеет вид 


Кг) = os 
2 hk 
= —Az +Bzt+C+>_ — In (2 ~ ax); 
k=1 
где ap — точки на оси т, COOT- 
ветствующие вершинам A; области P, и hy — расстояния между 


разрезами. При этом точка Ао переходит в oo, А > ди В — действи- 
тельное число. Точки 6; (1 = 1,2,...,n), соответствующие вершинам 
В; являются нулями производной {'(2). 

Как определить параметры A, В, С, ак, b;? 

Указание. См. указание к задаче 9.32. 


9.34. Пусть область Р есть и-плоскость с горизонтальными раз- 
резами, идущими в со налево и направо (рис. 52). Доказать, что функ- 


SN 
ха 


\ 


ция w = f(z), отображающая верхнюю полуплоскость Im 2 > 0 Ha об- 


Рис. 52 
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ласть Р, имеет вид 


п-1 m-1 
avy Bx Lj A С 
OE De Rim Oa) ag oe 
= j= 


roe А>0, C>0, ho = Im(D,, — By), lo = Ве(Р, - By), а осталь- 
ные параметры (включая В; и 4. для вершин В; и D,) имеют те же 
значения, что в задаче 9.32. 

Как определить параметры А, В, С, a4, bj, cj, 4.? Показать, что 
если аб = со, TO 


n-1 т-1 
h L; Cc 
f(z) а 2. 2 In(z -¢3)- -=— + Az +B, (12) 
= = 


где А > 0иС > 0. Если параметр ак (k £0) или с; (7 £0) равен со, 
то в формуле (12) соответствующее слагаемое выпадает. 
Указание. См. указание к задаче 9.32. 


9.35. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz > 0 на области в 


1) 


-1 01 


Ao 


O 


ш-плоскости, указанные на рис. 53 (все размеры указаны Ha соот- 
ветствующих рисунках) при заданных условиях; найти а и b (а > 0, 
b> 0): 


1) (Аз, В, Ao, C) > (—1, 8, 1, оо); 
2) (Ал, By, Ag, Bo, A3,C) > (—1, —5, 0, b, 1,00); 


с 


`` 


—а Od 


Рис. 53 


11 Л.И. Волковыский и др. 
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3) (Е,О,Б)  (-1,1, 00); 4) (Z,0, D) > (-1,1, 00); 
5) (E,O,C) ae (-1, 1, 00); 6) (Ao, B, Ay) + (00, 0, 1); 
7) (A1,0,C) > (—1,0, 1); 
8) (Ао, By, Ai, В2) > (со, —(1 + a), —1,0); а = Ве (В2 — By); 
9) (A, B,C, D) > (00, -1,a,1); d=Re(D-B); h=Im(B-D). 


$ 2. Конформные отображения, осуществляемые с помощью 
эллиптических функций?) 


Интеграл 


4 dt 
u(z,k) = ees Sa ТБ (1) 


где подынтегральная функция равна 1 при $ = 0, называется Hop- 
мальным эллиптическим интегралом 1-го рода в форме Лежандра. 
Параметр k называется модулем; в дальнейшем предполагается, что 
0<k <1. 

Замена независимой переменной 2 = sing и подстановка # = 
= яп приводят этот интеграл к виду 


ф 
‘ d 
u(sing, k) = F(y,k) = | . (2) 
р У1- Е зшу 


Обратная функция 
# = зп (и, К) (3) 


(или, в других обозначениях, ф = amu) является одной из основных 
эллиптических функций Якоби и называется, зп-функцией Якоби. Из 
ее определения следует, что зп (0,4) =0. С функцией sn (и, К) связаны 
две другие функции 


п (и, Е) = М1 - зп 2(и, К), dn(u,k) = 1 - 251 2(и, К), (4) 


называемые соответственно сп- и ап -функциями Якоби. Ветви корней 
определяются условиями сп (0,k) = 4п (0, А) = 1. Если нет необходи- 
мости в указании модуля К, то пишут просто зп и, спи, dnu. 


3) Свойства и преобразования эллиптических функций и интегралов, использ- 
уемые в задачах этого параграфа, приведены, например, в книгах: 
Ахиезер Н. И. Элементы теории эллиптических функций.— М.: Наука, 1970; 
Уиттекер Э. Т., Ватсон Дж. Н. Курс современного анализа. Т. 2.— М.: 
Физматгиз, 1963; Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функ- 
ции. Т. 3. Эллиптические и автоморфные функции, функции Ламе и Матье.— 
М.: Наука, 1967. Серия “Справочная математическая библиотека”. 

Краткая сводка соответствующих преобразований приведена в первом из- 
дании настоящего задачника и в книгах: Корн Г., Корн Т. Справочник по 
математике.— М.: Наука, 1968; Янке E., Image Ф., Леш Ф. Специальные 
функции.— M.: Наука, 1964. 
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Из (1)-(4) следует, что 


dsnu dcnu 
=cnudnu, —— = —-snudnu, 
du du (5) 
ddnu 2 
= —k’snucnu. 
du 


Значение функции u(z,k) при z=1 (y=7/2), т. е. интеграл 
= K(k), 


называется полным эллиптическим интегралом 1-го рода. Величи- 
на К’ = V1 — k? называется дополнительным модулем. 

K(k) = КиК(К') = К' называются связанными эллиптическими 
интегралами. 

В задачах часто используются следующие легко доказываемые 
соотношения (преобразования полных эллиптических интегралов 
первого рода): 


1 
/ (1 = #)(1 — Re) 


k(z) = k(K +ik’), k(=) = k'(K' + ik), 
ке -ю фк ° 
Заметим также, что 


1/k 


] dt ay 
/ J) Pe) 


'’ (подстановка k?t? + kr? = 1), 


' (подстановка ft = tgy). 


(1 + t2)(1 + R20?) ~ 


9.36. Доказать, что образом верхней полуплоскости Imz > 0 
при отображении с помощью нормального эллиптического интегра- 
ла 1-го рода 


Zz 

/ dt 
“%E= eee 

J JG?) - Re) 
является прямоугольник с вершинами +K, +K+7K’', соответст- 
вующими точкам +1, +1/k. 

Продолжая это отображение по принципу симметрии, доказать, 
что обратная функция 2 = зпи двоякопериодическая с периода- 
mu 4K и 2 К. 

Рассмотреть соответствие между плоскостями ии ф, где и = 
=Е(ф,^). 

Указание. Применить принцип соответствия границ. Особое 


и 

внимание обратить на изменение аргумента qe? Когда я пробе- 
2 

гает действительную ось. 


11* 
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9.37. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz > 0 Ha прямо- 
угольник в ш-плоскости с вершинами ta, +а+% (а>0, b>0). 


9.38. Найти образ четвертого квадранта 2-плоскости при отобра- 
жении с помощью эллиптического интеграла 


1 
tb =/ 2 12 242) 
Jf (1 ~ t?)(k? + kt?) 
Продолжая это отображение по принципу симметрии, найти образ 
всей =-плоскости с разрезами по лучам 
(-00,-1],  [1,00), (—ioo,—ik’/k], ПКЕ, то). 
Проверить, что обратной будет z=cn(n,k), и доказать, что она 
двоякопериодическая с периодами 4K, 2К+ 2iK’. 


9.39. Найти образ четвертого квадранта 2-плоскости при отоб- 
ражении с помощью эллиптического интеграла 


1 
:] dt 
v= JD ——— 
J J(1-#)(# - Е”) 

Продолжая это отображение по принципу симметрии, найти об- 
раз всей =-плоскости с разрезами по лучам (—o0, ~k’'], [К', со). Про- 
верить, что обратной функцией будет z= dn(u,k), и доказать, что 
она двоякопериодическая с периодами 2K и 4К'. 


9.40. Найти образ первого квадранта 2-плоскости при отображе- 
нии с помощью эллиптического интеграла 1-го рода 


_f dt 
Mok) = | ea 


где А: принимает значения К, 1/k, К’, 1/k', К/К’, ik'/k. 
Указание. Воспользоваться формулами (6). 


Интеграл P ” 
pay? 
v(z,k) = [ae at = [1 № зи? bab = Ely, b) (7) 
0 0 


(2 = siny) называется нормальным эллиптическим интегралом 2-го 
рода в форме Лежандра. 
При 2 =1 (р = 7/2) получается полный эллиптический интеграл 


2-го рода : 
1-Е? 
E(k) =Е = [> a. (8) 
0 


Введя обозначение E(k’) = Е”, легко получить соотношения 
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e(2) = ТЕ - К) - КЕ -#K'), 
Е(1) = КЕ ВК) - ЧЕК) (9) 


ik 1 ik’ 1p 
Е.) = Е Е(*-) Е 
k! bo k k 
Полные эллиптические интегралы 1-го и 2-го рода, отвечающие 
дополнительным модулям Ё и К’, связаны соотношением Лежандра 
ЕК’ + ЕК — КК' =т/2. (10) 
Замена независимой переменной 2 = snu в интеграле, опреде- 
ляющем v(z,k), приводит к функции Якоби 


Е(и, К) = E(u) = v(snu, К) = fa 2т dr, (11) 
0 


выражающей эллиптический интеграл 2-го рода как функцию эл- 
липтического интеграла 1-го рода. С функцией E(u) связана функ- 
ция 2 (и), определяемая формулой 


2(ц) = Blu) — ры. (12) 


9.41. Найти образ первого квадранта 2-плоскости при отображе- 
нии с помощью нормального эллиптического интеграла 2-го рода 


u(z, ky) =] 
0 


где ky принимает значения К, 1/k, К', 1/k', ik/k', tk'/k. 
Указание. Воспользоваться формулами (9) и тем, что 


1-К?Р 
1-Е 


page 
AoE at =i (K'-E') 


(эта формула получается с помощью подстановки k?t? + К'2т? = 1). 


9.42*. Отобразить верхнюю полуплоскость Imz > 0 на верх- 
нюю полуплоскость Imw > 0 с двумя вертикальными разрезами 
вдоль отрезков Rew = +а, 0 < Паш <h с нормировкой: (0) = 
=0, w(co) =0, w'(co) > 0. 

Указание. Воспользоваться формулой Кристоффеля-Шварца в 
виде 

ez 


w(z) = я aes 


где Cy =C/k?, w(+1)=+a, w(+b) = +а +h, и составить уравнения 
для определения параметров Су, К и 6. 


dz = Ci[(k?b? — 1)u(z, k) +5(2,К)], 
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9.43. Доказать, что функция 


ый = 2(и) + dnucnu 
snu 


производит отображение прямоугольника 0 < 
<Е<К, 0<1<К,, расположенного в плос- 
кости и = €+in, на четвертый квадрант 


плоскости и с разрезом Ee ee | где 
р р 2K? 2К 7 


at ; 
h— —_ есть образ точки и = €+iK", для ко- 


2K 
. dw 
торой aa 0. Продолжая это отображение по 
и 
Рис. 54 принципу симметрии, показать, что образом 


прямоугольника |é| < К, [п| < К'| будет являться вся плоскость с раз- 
резом, изображенным на рис. 54. 

Примечание. 06 отображении прямоугольника на внешность 
креста или на внешность прямоугольника с четырьмя отростками — 
продолжениями сторон — см. первое издание этой книги или: Dar- 
win. Some conformal transformations involving elliptic fonctions// 
The Philosophical Magazine. Ser. 7.— 1950.— У. 41, № 312. 

Интеграл 

z 


dt 
vk) = = 
ule?) а = 
ыы 
$ (L+usin’ ф) 1 — ksin® y 


называется нормальным эллиптическим интегралом 3-го рода в фор- 


ме Лежандра. 
Замена независимой переменной 2 =зпи приводит к формуле 


и 
а 
w(snu,V,k) = ая. (14) 


0 
Величина I,(v,k) = w(l,v,k) = W(1/2,v,k) называется полным 
эллиптическим интегралом 3-го рода. 


= Н(ф,ь,Е) (13) 


9.44. Найти образ первого квадранта 2-плоскости при отображе- 
нии с помощью нормального эллиптического интеграла 3-го рода (13) 
для 0<k <1. Рассмотреть отдельно случаи, когда и принадлежит 


интервалам: 
1) (-со, Е 2) (= —k?); 3) (-Е?, 0); 4) (0, со). 
Рассмотреть также случаи и = -1 и v= -Ё?. 


Указать области в и/-плоскости, которые получаются при продол- 
жении по принципу симметрии через различные интервалы действи- 
тельной оси плоскости =. В каждом случае показать соответствующие 
области в и-плоскости, где z=snu. 
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Интеграл go 
dz 


т а 
1 ee eT) 
1 \423 — 922-93 1 \4(2-е) (2 — е2)(2 — 3) 

с дискриминантом A = 93 — 279g? #0 (при этом условии ег, е>, ез 
попарно различны) называется нормальным эллиптическим интег- 

ралом 1-го рода в форме Вейерштрасса, а функция 
z= p(w) (16) 
называется р-функцией Вейерштрасса (пэ-функцией Вейерштрасса). 


Это одна из основных эллиптических функций с периодами 2w, 2 
i 


(Im = x 0). Она удовлетворяет дифференциальному ypaB- 
нению 


р? = 40° -фр-в= 
=4(р-е!)(ф — е2)(ф — вез). (17) 

Функция g(w) четная, дву- 
листная в параллелограмме пери- 
одов (рис. 55), имеющая там по- 
люс второго порядка в нуле и 
двукратные точки (р’ = 0) w, 
ми, м": 
ee = p(w), eg = ша”), 

ез = p(w’). 
Из (17) следует, что 
е1 + е2 +ез = 0, 
1 
€1€2 + €2€3 + езе1 = —492 (19) 
1 


(18) 


е1езез = д 93. 


9.45*. Исследовать отображе- 
ние 2-плоскости с помощью нор- Рис. 55 
мального эллиптического интег- 
рала 1-го рода в форме Вейерштрасса (15) для вещественных go, дз И 
А > 0. Рассмотреть случаи дз > 0, 93 < 0, дз = 0. Найти периоды p(w). 
Указание. Рассмотреть отображение верхней полуплоскости 
Im 2 > 0 с помощью принципа соответствия границ. 


9.46*. Исследовать отображение 2-плоскости с помощью нормаль- 
ного эллиптического интеграла 1-го рода (15) для вещественных go, 
93 и А < 0. Рассмотреть, в частности, случай go = 0. Найти перио- 
ды (и). | 

Указание. Так как А < 0, то две из величин е1, €2, ез Комп- 
лексно сопряженные, а одна действительная. Пусть е› — действи- 
тельная величина, е1 = ао +18, e3 =а-18 (8В>0). Рассмотреть 


rm 
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отображение полукруга |2 — е2| = |е1 — ез|, Па 2 > 0 с помощью прин- 


ney Oo Ya с \ 

АА Re ae 
6) 

N 


© A 


1 
AY 


Puc. 56 


ципа соответствия границ и продолжить это отображение по 
принципу симметрии. 


9.47. Найти отображения на верхнюю полуплоскость Imw > 0 
треугольников АВС при указанных условиях: 


1) (А=0, B=w>0, C =uw(1+2)) > (о, -1, 0); 
2) (А=0, В=а>0, С = WS =") — (oo, —1 1); 


3) (A=0, В=а>0, С = ВЕБ) + (oo, —1, 0). 
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Указание. Воспользоваться решениями задач 9.45 (случай дз = 
= 0) и 9.46 (случай go = 0). 

9.48. Двусвязные области 1)-15), расположенные в 2-плоскости и 
указанные на рис. 56, отобразить на круговое кольцо р: < |wl < р 
и определить модуль и = г (см. стр. 36). 


В задачах 9.49-9.51 отобразить на единичный круг |{|<\1 ука- 
занные области. 

9.49. Прямоугольник [Вец| < К, [Imul < К' (0< k < 1). Найти 
положение вершин при отображении. 

9.50. Внутренность эллипса |2 — 1|+|2+ | = 2а (a > 1) с разре- 
зами [-а, —1], [1,а]. 

9.51. Внутренность эллипса |2 — 1! + [2 +1| = 2a (а > 1). Найти 
положение фокусов при отображении. 


9.52. Внешность единичного круга |t| > 1 отобразить на облас- 
ти 1)-3), расположенные в =-плоскости и указанные на рис. 57. 


О применении эллиптических функций к задачам об отображении 
верхней полуплоскости на внешность дуг эллипса, гиперболы и пара- 
болы, а также к отображению внешности двух произвольно располо- 
женных прямолинейных отрезков или двух концентрических дуг на 
круговое кольцо см., например, книгу: Седов Л. И. Плоские задачи 
гидродинамики и аэродинамики.— М.: Наука, 1966. 


a 


ГЛАВА X 
ПРИЛОЖЕНИЯ К МЕХАНИКЕ И ФИЗИКЕ 


§ 1. Приложения к гидромеханике |) 


Установившееся плоское безвихревое течение несжимаемой 
жидкости характеризуется аналитической функцией 


w(z) = ф(т,у) + (5,5), (1) 
называемой комплексным потенциалом или тарактеристической 
функцией течения; ф называется потенциальной функцией, + — функ- 


цией тока. Линии ф = Const — эквипотенциальные линии, 4 = const — 
линии тока. Скорость течения V связана с w(z) соотношениями 


У = Уе® =, +i, = (2), 


V=|u'(z)|, а= —argu'(z), (2) 
V = grady. 
Пусть С — замкнутый контур, обход которого совершается в 


положительном направлении (контур С может состоять и из двух 
сторон дуги, пробегаемых в противоположных направлениях). Вели- 


ee T= [V.ds= [V.de+V,dy= fay (3) 
Cc Cc Cc 


называется циркуляцией вектора У по контуру С. 
Величина 


9 = [Vads= [(-V,dr +Vedy) = [ay (4) 
С Cc Cc 


(п — внешняя нормаль к замкнутому контуру С, пробегаемому в 
положительном направлении) называется потоком вектора У через 
контур С. Аналогично поток вектора У через дугу АВ определяется 


как интеграл Hs V, ds (направление нормали п должно быть указано). 


АВ 
Объединяя формулы (3) и (4), получим 


P+iQ = [w'(z) dz. (5) 
! 


1) К этой главе см. (3, гл. III] и указанную там литературу. 
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Если w'(z) определена внутри С и имеет там конечное число особых 
точек, то | ; 
T+iQ = 27 > res и (2). 


Если а — полюс функции w'(z), то w(z) имеет вблизи а разложе- 


ние вида | rads 
a iis. ee Dak eee = 
w(z)= Gaon Sa a a In(z~a)+eo+c1(z-a)+... 


г 1 (2 -а) (Г, О — действительные числа) 


определяет в точке а вихреисточник обильности Q и интенсивности Г, 
1 
обозначаемый (а;О,Г)?), член a 
2nz—-a 
том р, обозначаемый (a; p) (р — комплексное число; радиус-вектор — 


р определяет направление оси диполя, проходящей через точку а в 
—k 


Говорят, что член 


— диполь с момен- 


направлении линии тока), остальные члены Е определяют 
&-а 
в точке а мультиполи порядка 2k. 
Соответственно, если на со 
р r+iQ cC-1 
w(z) = спа" +... + а Шао t+ — +... 
20 211 2 


[+7Q 
то член ——— Inz определяет на со вихреисточник обильности @ 
Tt 


и интенсивности Г, член me — диполь с моментом р (направле- 
п 


ние линий тока на со совпадает с направлением радиуса-вектора Р), 
остальные члены c,z* — мультилоли порядка 2k. 

Точки, в которых У = 0, следовательно, w'(z) = 0, называются 
критическими точками течения; из этих точек линии тока и экви- 
потенциальные линии выходят попеременно. Если критическая точка 
является нулем производной порядка п — 1, то эти линии образуют 
между собой углы 7/2n. Такое разветвление линий возможно и на со. 


В задачах 10.1-10.14 по заданному комплексному потенциалу те- 
чения требуется построить эквипотенциальные линии и линии тока, 
определить V, особые и критические точки, обильность и интенсив- 
ность вихреисточников, моменты диполей и исследовать поведение 
течения на со. 


10.1. w=cz (c=a+tif). 

10.2. w =z” (в частности, п = 2,3). 

10.3. ш = и 2. Рассмотреть, в частности, случаи Г = 0 
и 9 =0. 


о аи ее: 
Pra) z—b 


2) Если Q=0, то имеем вихрь (а; Г). Если Г=0, то имеем источник (a;Q). 
Если интенсивность источника @ < 0, то чаще говорят, что имеет место сток. 


rm 
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10.5. w= -. Определить также скорость в точках 2:1. 
2 2 
10.6. ] ш=2+ 4; 2) ш=2-А. 107. ш=1. 
z z z 


10.8. w=In (=? _ а?) (а > 0). Определить также скорость в точ- 
ках tia. 


10.9. w =I1n 


а? _ 2 1 
5 (a>0). 10.10. w = = (2--). 


2 
2? {а 

= 1 _ 2 1 
10.11. w=In(1+ 5). 10.12. w = In (2 =): 
10.13. w=az+ 2 nz (a >0, Q>0). 


10.14. w=az+ а (а>0, Г>О0). 
10.15. Исследовать характер течения в области |2|> В, если 
2 ` 
ш=а(#+ 7) wl ie (a>0, ГО). 
Zz 211 


Рассмотреть случаи: Г < 4лаВ, Г = 4паВ, Г > 4raR. 


10.16. Найти комплексный потенциал w(z) течения во всей плос- 
кости, образованного вихреисточниками {(а%;@%,Гь)} (К = 1,2,..., п) 
и имеющего на бесконечности заданную скорость У» = Ve™. 


10.17. Может ли выходить линия тока из точки, являющейся: 
1} вихрем; 2) диполем; 3) вихрем и диполем вместе? 


10.18. Найти закон изменения вихреисточника, диполя и мульти- 
поля, находящихся в точке а или на со, при следуюших однолистных 
конформных отображениях окрестности этих точек (с1 20, с_1 #0): 


1) €=a+aq(e¢-a)+...; 2) =а++..: 
3 ¢= Ее +... 4) С =с12+00 +... 


й-— 
10.19. Найти закон изменения вихреисточника при п-листных 
отображениях: 


C=aten(z—a)"+.., Cn #0; 
с=а+ =" +... cn 0. 


10.20. Доказать, что течение можно продолжить по принципу 
симметрии через прямолинейный или круговой участок линии тока 
или эквипотенциальной линии, причем вихреисточник переходит в 
вихреисточник, диполь — в диполь, мультиполь, — вообще гово- 
ря, в набор мультиполей до того же порядка включительно. Найти за- 
кон изменения обильности и интенсивности вихреисточника и мо- 
мента диполя. 
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Примечание. В задаче 10.20 устанавливается принцип симмет- 
рии, который, наряду с конформными отображениями, широко ис- 
пользуется для построения течений (см. задачи 10.22-10.30). 

Из принципа симметрии следует, что при наличии прямолинейно- 
го или кругового участка на линии тока или эквипотенциальной ли- 
нии течение должно быть симметричным относительно этой линии. 
Это накладывает известные ограничения не только на особенности 
течения вне указанных линий, но и на этих линиях или на их концах 
(если они имеются). 


10.21. Течение в 2-плоскости образовано конечным числом ис- 
точников, вихрей и диполей. 

1) Найти необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
окружность |2| = В являлась линией тока, если источники, вихри, 
диполи: 

а) не расположены на этой окружности; 

6) все расположены на ней; 

в) частично расположены на ней, частично нет. 

2) В этих же предположениях найти условия того, чтобы окруж- 
ность |2| = В являлась эквипотенциальной линией. 


10.22. Найти комплексные потенциалы течений в верхней полу- 
плоскости Imz>0 по заданным особенностям и скорости Ух: 

1) Скорость Ух =У. 

2) Вихрь (а; Г) и скорость Ух» = 0. 

3) Источник (а; О) и скорость Ух = 0. 

4) Диполь (а;р) и скорость Ух = 0. 

5) Вихреисточники {(ак; Оь,Гь)} (K = 1,2,....n), диполь (а;р) и 
скорость У» = У. Что можно сказать о поведении течения на со? 

6) Вихреисточник (0;0;Г) и диполь (0;p); Vio = 0. Какие значе- 
ния может принимать момент диполя р? Всегда ли возможно течение, 
если [ £0? 

10.23. В круге {z| < В построить течения, имеющие соответст- 
венно: 

1) вихрь (а;Г); 2) диполь (а;р). 

10.24. Найти условия возможности построения течений в кру- 
ге |2|< А, если: 

1) имеются только источники {(ак;@ь)} (К = 1,2,...,n), располо- 
женные внутри круга; 

2) в дополнение к источникам п. 1) имеются источники {(а%; 0\)} 
(k = 12,....т), расположенные на окружности |2| = В. В обоих 
случаях найти комплексные потенциалы течений. 

10.25. В области |2|> В построить течения, имеющие соот- 
ветственно: 

1) вихрь (а;Г), скорость Ух = 0 и циркуляцию на бесконечнос- 
ти Го =0; 
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2) диполь (а;р), скорость У» =0 и циркуляцию Гъ = 0; 

3) скорость У» = Ve и циркуляцию Гъ = 0; 

4) скорость У» = Уе® и циркуляцию Г вокруг окружности 
|#| = В. 

Примечание. Последние два примера задачи 10.25 дают обте- 
кание круга с заданной скоростью на бесконечности, без циркуляции 
и с циркуляцией (см., например, [3, гл. Ш, п. 49]). 


В задачах 10.26-10.29 пользуясь принципом симметрии, по- 
строить течения по заданным особенностям (на бесконечности и 
в угловых точках скорость равна нулю). 


10.26. В области |2|>1 Imz>0, с вихрем (ia;T), а> 0. 
10.27. В угле 0 < argz < 1/3, с источником (ае"/8; ()), а> 0. 


10.28. В первом квадранте Rez > 0, Imz > 0, с источником 
(1;Q). 

10.29. 1) В первом квадранте Rez > 0, Imz > 0, с источни- 
ком (1;0) и стоком (1-0). 

2) В первом квадранте Вел > 0, Imz>0, с источником (1+ #0) 
и стоком (0; —0)). 

10.30. Построить течение во всей 2-плоскости, если извест- 
но, что в верхней полуплоскости Imz > 0 оно имеет вихреисточни- 
ки {(а,; Оь,Гь)} (Е =1,2,....п) и диполь (а; р), ось х является эквипо- 
тенциальной линией и скорость V,, = Vet. Всегда ли такое течение 
возможно? 

10.31. Построить течение во всей ;-плоскости, если известно, что 
в круге |2| < В оно имеет вихреисточники {(а%; дк, Гк)} (Е =1.2,... 
..т) и диполь (а; р), окружность |2|= В является эквипотенциаль- 
ной линией и скорость V = Ve. Всегда ли такое течение возможно? 


10.32. В односвязной области D, ограниченной контуром С, 
построить течение с линией тока С, имеющее вихреисточники 
{(ак;Чк,Гь)} (Е =1,2,..., п). Всегда ли такое течение возможно? 


10.33. В области О, ограниченной контуром C u содержащей бес- 
конечно удаленную точку, построить течение с линией тока С, 
имеющее вихреисточники {(ак; @ьк,Г»)} (K = 1,2,.... п) и заданную 
скорость У» = Уе®. Всегда ли такое течение возможно? 


В задачах 10.34-10.41 рассматривается обтекание ограниченных 
и неограниченных контуров (они должны являться линиями тока). 
Задачи решаются с помощью конформного отображения на внешность 
круга, верхнюю полуплоскость и прямолинейную полосу. 


10.34. Построить обтекание ограниченного контура С с заданной 
циркуляцией Г и скоростью У» = Ve'®. Какое отображение осу- 
ществляет комплексный потенциал w(z) в случае Г = 0? 
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10.35. Построить обтекание эллипса 5 + Е =1: 

1) с заданной скоростью Ух, без циркуляции; 

2) с заданной скоростью Ух и циркуляцией Г. 

10.36. Построить обтекание пластинки |7| <С, у=0: 

1) с заданной скоростью Vio, без циркуляции; 

2) с заданной скоростью У» и циркуляцией Г, определяемой из 
условия, чтобы один из концов пластинки являлся точкой схода по- 
тока (постулат Жуковского- Чаплыгина). 

10.37. Построить обтекание профиля Жуковского?) с задан- 
ной скоростью V и циркуляцией Г, определяемой с помощью пос- 
тулата Жуковского-Чаплыгина (острый конец профиля должен яв- 
ляться точкой схода). 


В задачах 10.38-10.41 построить обтекание заданных контуров. 
10.38. Параболы у? = 2рх (извне и изнутри). 


2 2 
10.39. Правой ветви гиперболы a — = =1 (извне и изнутри, 
со скоростью У» = 0). 
10.40. Полупрямых —с0 < х<-№ у= м. 


10.41. Полупрямых 1 < || < 00, у=0. 


В задачах 10.42-10.46 рассматриваются периодические течения 
(V(z+w) =У(2)) и течения в криволинейных полосах (каналах). Для 
построения этих течений криволинейные полосы следует конформ- 
но отобразить на прямолинейные полосы, затем продолжить течения 
по принципу симметрии и использовать разложения мероморфных 
функций в ряды простых дробей. 


В задачах 10.42, 10.43 исследовать особенности, построить схема- 
тически линии тока и эквипотенциальные линии и определить ско- 
рость на со в полосе периодов для периодических течений с заданны- 
ми комплексными потенциалами. 


10.42. l)w= a Insinz; 2) ш= Г insin 2. 
an 270 
ee us 
10.43. w = 5—ctg2 (0 <argp< 2: 


10.44. В прямолинейной полосе 2-плоскости 5: 0 <2 < в, постро- 
ить течение, образованное вихреисточником (а; @, Г), a € 5, имеющее 
заданные скорости У(х - 200) =", У(х — юо) =. Всегда ли та- 
кое течение возможно? 

Построить схематически линии тока и эквипотенциальные линии, 
если Г=0 или Q=0. 

Указание. Нродолжить течение по принципу симметрии и вос- 
пользоваться результатом задачи 10.42. 


3) См. задачу 2.121 и ответ к ней. 
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10.45. В прямолинейной полосе 2-плоскости 5: 0 < 2 <, постро- 
ить течение, образованное диполем (а;р), а Е 5, имеющее заданную 
скорость У (5 + ioo) = iV. Построить схематически линии тока и эк- 
випотенциальные линии. 

10.46. В криволинейной полосе 2-плоскости S, ограниченной кон- 
турами Су, C2, построить течение, обтекающее Сл, С5, имеющее за- 
данные вихреисточники, диполи BOS и заданные скорости Vi, V2 в 
бесконечно удаленных точках 1,5 полосы 5. Указать достаточные 
условия для существования такого течения. 


Течение называется двоякопериодическим, если его скорость и (2) 
является эллиптической функцией. 
Эллиптической функцией называется двоякопериодическая меро- 


i 
морфная функция, с периодами 2w и 2w', причем Im < #0 (в даль- 


i 
РИ aw 
нейшем принято, что Im — > 0). Из этого определения следует, что 


f(z + ?2ти + 2nw’) = f(z), где т и п — любые целые числа или нули. 

Параллелограмм с вершинами 20, 20 + 2w, 20 + 2w’, д + Qw + Qu! 
(zo — произвольная точка} называется параллелограммом периодов. 

Если f(z) — отличная от постоянной эллиптическая функция, то 
она обладает следующими свойствами (теоремы Лиувилля): 

1) f(z) имеет по крайней мере один полюс в параллелограмме пе- 
риодов; 

2) сумма вычетов функции f(z) относительно всех полюсов, pac- 
положенных в параллелограмме периодов, равна нулю: 

3) уравнение f(z) =а имеет в параллелограмме периодов оди- 
наковое число корней для любого комплексного числа а, конечного 
или бесконечного (это число корней называется порядком эллиптичес- 
кой функции); 

4) разность между суммой всех нулей и суммой всех полюсов 
функции f(z), расположенных в параллелограмме периодов, равна не- 
которому ее периоду, т. е. 


> ак — >> Be = Qyw+2Qvw' (uu — целые числа). 


Сигма-функцией Вейерштрасса называется целая функция 


o(z) = “VT (a — = eines? ая, (6) 


где П = 2nw+2mw' и произведение распространено на все Я, от- 
личные от нуля. Функция o(z) нечетная. 
Дзета-функцией Вейерштрасса называется мероморфная функция 


o(z) _1 ‘ 1 1 Zz 
WS ay met 2s (=n Pater): (7) 
где суммирование распространено на все Я, отличные от нуля. 
Функция ((2) нечетная. 
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Функция Вейерштрасса р2(2) с периодами 2w и 2w’ (см. с. 167) свя- 
зана с С(2) соотношением р(2) = —С'(2). 
Так как 


[C(z + 2%) — ¢(z)]' = plz) — plz + 25) =0, 
то 
C(z + 2%) — ¢(z) Е ЗМ 
и, аналогично, 


Cz + 2w") — C(z) = 21, 


где 7 ит’ — постоянные. Пользуясь нечетностью функции C(z), 
легко показать, что 7 =C(w) и п’ = С(м). 
Величины 1, 7’, м и’ связаны соотношением Лежандра 


nw — пи = 11/2. 
Обозначим 


n=mnh, = и 1+7 =m, 
w=, w=w, и Ши =. 


Функции o,(z) определяются соотношениями 


9%(2) = — е'** cea) (kK = 1, 2,3). (8) 
CooTBeTCTBeHHO ; 
се) = A, (9 


Функции o;(z) связаны с функцией Вейерштрасса р(2) и функциями 
Якоби $02, cnz, dnz следующими формулами: 


p(z) — её = > (10) 
a(z) 
are Уно, ль at, dau = ate, (11) 


где u = ze; — €3 и eg = (we) (см. с. 167). 
При помощи o(z) и C(z) можно выразить любую эллиптическую 


функцию. 
Если f(z) имеет в параллелограмме периодов только простые по- 


люсы bg с вычетами А; (k = 1,2,...,n), то 
п 
F(z) = D> Ag(z — в) + С. (12) 
k=1 


Если f(z) имеет в параллелограмме периодов нули ах и полюсы by 
(Е = 1,2,...,n), каждый из которых пишется столько раз, какова его 


12 Л.И. Волковыский и др. 
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кратность, то 


_ 7 o(z ~ @1)0 (2 ~ а2)...0(2 — an) 
ИО a(z — b¥)o(z — 62)... 9(Е— bn)’ (13) 
где М = So ax _ S~ be. 
k=1 k=2 


Тета-функциями Якоби называются функции 


со 
91 (и) =1 у` (—1) "4-2 (20-1) rH = 
п=—ф с 58 
«ауте sin (2n + 1)ть, (14) 
n=0 
: 4 1 
92 (и) = (+5), 93 (5) = етя (vt 542), 


: . (15) 
— —#11/4 рт fe 
94(и) = —igh/*4e™ V1 (> + >), 


где gq=e™", T=u"/w. 
Тета-функции связаны с сигма-функциями соотношениями вида 


9 (и) 
0(=) = Qurel™??)/(2u1) S07 16 
(=) 1 F(0) (16) 

fo) — (=) (аи) iss) pe 
0:(2) =e i= 1,2,3), 17 


где z = 215. 

Преимущества тета-функций заключаются в быстрой сходимос- 
ти рядов, их определяющих. Пользуясь формулой (16), представле- 
ние (13) можно записать в виде 


а, (452)...0(E*) 
а = CA (18) 
Nas a a) 


Пользуясь формулами (11), (16) и (17), можно записать выраже- 
ния для функций Якоби вп 2, сп z, dnz через тета-функции. 

В дальнейшем предполагается, что w — действительное число, 
и’ — чисто мнимое, т. е. параллелограммы периодов являются пря- 
моугольниками. 


10.47. Показать, что функция f(u) = ты С(и -а) + Си является 


комплексным потенциалом двоякопериодического течения с одним 
диполем (a; М) (М — момент диполя) в параллелограмме периодов. 
Рассмотреть, в частности, случаи; 
1] а=0 илинии пи = Пао” являются линиями тока; постро- 
ить схематически линии тока и эквипотенциальные линии; исследо- 


ro 
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вать конформное отображение, осуществляемое функцией # = f(u); 
2) (и + 2%) = Ки); построить схематически линии тока и экви- 
потенциальные линии, исследовать конформное отображение t = f(u). 
10.48. Показать, что течения, определяемые комплексными 
потенциалами ¢,(u) (k = 1,2,3), сводятся к течениям задачи 10.47 
(при С = 0) с помощью сдвигов в плоскостях u и С. 
Указание. Воспользоваться формулами (8) и (9). 


10.49. Показать, что течения, определяемые комплексными по- 


тенциалами Oy, (=) /% (+) (Е = 1,2,3,4) и Z(u) (см. с. 165), cBo- 


дятся к течениям задачи 10.47, 2) с помощью линейных преобразова- 
НИЙ. 
10.50. Показать, что течение, определяемое комплексным потен- 
циалом E(u) (см. с. 165), с помощью линейных преобразований сво- 
дится к течению задачи 10.47, 1). 
| Указание. Доказать предварительно соотношения 
2 2 Е к е1 wW 
K* = (е1 -ез)м” и К oat gee 
10.51. Найти комплексный потенциал f(u) двоякопериодичес- 
кого течения с двумя диполями (а; М), (В; №) в параллелограмме 
периодов. 
Выяснить, в каком случае функция f(u) будет эллиптической и 
линии Imu=+Imw', Веи = +w будут являться линиями тока 
и эквипотенциальными линиями (или наоборот); построить схема- 
тически линии тока и эквипотенциальные линии. 


В задачах 10.52-10.54 исследовать двоякопериодические тече- 
ния, определяемые заданными комплексными потенциалами f(u). 


10.52. пи. 10.53. спи. 10.54. dn u. 


10.55. Найти комплексный потенциал } (и) двоякопериодического 
течения с двумя вихреисточниками (а; О, Г), (8; -@, -Г) в паралле- 
лограмме периодов. Рассмотреть, в частности, случаи a = 0, а =ц, 
a=wto' u Baw". 

Найти вид функции f(u), удовлетворяющей условию f(u + 2w) = 
= f(u). 

В задачах 10.56-10.58 исследовать течения, определяемые указан- 
ными комплексными потенциалами f (и). 

10.56. 1) пэпи; 2) Incn wu; 3) Indnwu. 10.57. p/(u). 


10.58. №9, (5) (v= ИВ k =1,2,3,4). 
Для построения комплексного потенциала f(z) в двусвязной об- 
ласти D ее обычно сначала конформно отображают на круговое коль- 


uo В: p< Н<Т (р=!/р — модуль 2); кольцо В с радиальным раз- 


12* 
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резом [р, 1] при помощи функции # = e™/” отображается в свою оче- 
редь на прямоугольник с вершинами 0, 2w, 2w +’, w’ в и-плоскости 
так, что края разреза переходят в боковые стороны и т = = = = - 
Характеристики течения в прямоугольнике определятся по методу 
решения задачи 10.18. Так как основания прямоугольника являют- 
ся линиями тока, то течение продолжается через них по принципу 
симметрии (см. задачу 10.20), после чего определяется комплексный 
потенциал Ф(и) получающегося двоякопериодического течения с пе- 
риодами 2, 2"; тогда f(z) = @fu(z)] (см. книгу Л. И. Седова, 
указанную на с. 169). 

10.59. Найти комплексный потенциал течения: 

1) в круговом кольце В: г: < |2| < го, с циркуляциями Г вдоль 
граничных окружностей; 

2) в произвольной ограниченной двусвязной области О *) с цир- 
куляциями Г вдоль граничных контуров; 

3) во внешности двух кругов, лежащих вне друг друга, с цирку- 
ляциями +0 на граничных окружностях при условии М = 0; 

4) в двусвязной области D, содержащей бесконечно удаленную 
точку, с циркуляциями -Г вдоль граничных контуров при усло- 
вии Ух = 0. 

10.60. Построить течение в круговом кольце В: р < |2| < 1, 06 
разованное диполем (a;p) (р < a < 1) и обтекающее без циркуляции 
граничные контуры. Исследовать отображена t = f(z) и построить 
схему расположения линий тока. 

Указание. Воспользоваться решениями задач 10.18, 1) и 10.51. 


10.61. Построить течение в двусвязной области D, содержащей 
бесконечно удаленную точку, обтекающее без циркуляции граничные 
контуры и имеющее на со скорость И.» = Ve™. 


10.62. Построить течение в круговом кольце В: р < |2| < 1, обра- 
зованное диполем и квадруполем, находящимися в точке х = 1, и об- 
текающее граничные окружности без циркуляции. Построить линии 
тока и исследовать отображение $ = f(z). Рассмотреть, в частности, 
случай одного диполя. 

Указание. Записать комплексный потенциал f(z) в виде 

c_-2 C~ 
f(z) = Е» ЕЕ + со + (=-1+... 
и выяснить, какие значения с_2 и с_1 возможны. 

10.63. 1) В круговом кольце А: р < |2| < 1, построить течение, 06- 
разованное вихрем (а; Г) (р < a < 1) и обтекающее граничные окруж- 
ности с циркуляциями Г\ (по окружности |2| = 1) и Г2 (по окружнос- 
ти |2| = р). Можно ли произвольно задавать Г, Г\, Г2? Рассмотреть, 


4) Здесь и в дальнейшем предполагается, что функция, отображающая область 
D на кольцо, известна. 
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в частности, случаи Ty =0и Го = -Г1. 

Исследовать отображения, осуществляемые функциями $ = f(z), 
4 = е?"/Г в первом случае и функциями t = f(z), 2 =е “4” и 
s=JVF-— FH (H = -е"%/Т, где wo — значение функции тока в кри- 
тической точке) во втором случае. Построить в плоскости и линии 
тока и эквипотенциальные линии. 

2) В двусвязной области Г), содержащей бесконечно удаленную 
точку, построить течение, обтекающее граничные контуры с цирку- 
ляциями Гу, Го и имеющее скорость Ух = Ve’. 
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Плоское электростатическое поле с напряженностью Ё = Е; + 
+В, = Ее характеризуется аналитической функцией w(z) = и iv, 
называемой комплексным потенциалом; у называется потенциальной 
функцией (она всегда однозначна!), а и — силовой функцией. Линии 
v = const — эквипотенциальные линии, а и = Const — силовые линии 
поля. При этом 


E=-—gradv = -—iw'(z), E=|w'(z)|, a= = —argw'(z), 
ma 0H pv Ou 
0х ду’ у ду Ox 
Во всех задачах этого параграфа, где речь идет об электроста- 
тических полях в областях, ограниченных одним или несколькими 
граничными контурами, предполагается, что вдоль каждого просто- 
го контура потенциальная функция постоянна (т. е. каждый такой 


контур является проводником). 
Если а — полюс w'(z) и ш вблизи а имеет разложение 


С-п 
(= а) 


= pi ; = 
w(z) = Hib oe +2 Ш —— + co + e1(2 а) +... 


то член 2giln определяет в точке а плоский точечный заряд 


z-a 
величины p = 2g, обозначаемый (a; 2g) (в пространстве на единицу 
длины прямолинейного проводника, перпендикулярного к 2-плоско- 
сти в точке а, приходится заряд 4); член pi/(z— а) определяет в то- 
чке а диполь с моментом р, обозначаемый (а;р) (р — комплексное 
число; аргумент р определяет направление оси диполя); остальные 
члены c_z/(z—a)* (k = 2,...,n) определяют в точке а мультиполи 
порядка 2k. 

Соответственно, если на со 


wz) = са" +... + piz + 2а п 2 + со + 


C-1 
fw, 

z 
то член 2gilnz определяет на со плоский точечный заряд величи- 
ны р = 24, член piz — диполь с моментом р. 
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Если функцию и = и + рассматривать как комплексный по- 
тенциал электростатического поля Е = —iw'(z) и одновременно — 


течения жидкости со скоростью V = w'(z) , то это приводит к сле- 
дующей электрогидродинамической аналогии: 


ee as Течение MUAKOCTH Злектростатическое поле 


и Потенциальная функция 
u = const Эквипотенциальные линии 


Силовая функция 
Силовые линии 


u Функция тока (может быть | Потенциальная функция 
многозначной) (всегда однозначна) 
v=const | Линии тока Эквипотенциальные линии 
va ~ UY Расход жидкости Разность потенциалов 
du Циркуляция T= a ds Поток N= GE, ds 
— Вихрь (а; Г) Точечный заряд (а; 24) 
а = Г/4п 
— Источник = 


— Диполь с моментом р Диполь с моментом р/ (214) 
— Обтекание с заданными вих- Поле с заданными заряда- 
рями и диполями ми, диполями и эквипо- 
тенциальными граничны- 
ми линиями 


А И 


В задачах 10.64-10.71 по заданным комплексным потенциа- 
лам w(z) требуется определить силовую и потенциальную функции, 
напряженность поля, характер особенностей (в том числе и на со), 
а также построить схематически семейства силовых и эквипотенци- 
альных линий (94 — действительное число). Сравнить с решениями 
задач 10.1-10.14. 


10.64.w=cz с=а+10). 10.65. ш = 2Qgiln =. 


10.66. ш = 2giln р р. 10.67. w = 2giln(z? - 2?) (a > 0). 
10.68. w = = (p= пе"). 10.69. w=z+ =. 


10.70. w = piz + 2giln > (p> 0, g > 0). 


1 
2 — ак 


п 
10.71. w = piz +250 a In 


... Зав). и. 


(р>0, ae > 0, a1 < ag <... 


10.72. Найти закон изменения точечного заряда (а;24) и дипо- 
ля (a; р): 

1) при однолистном конформном отображении; 

2) при продолжении по принципу симметрии через прямолиней- 
ный или круговой участок эквипотенциальной линии. 
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10.73. Показать, что комплексный потенциал электростатическо- 
го поля, образованного точечным зарядом (а;24) в произвольной од- 
носвязной области D, определяется о 


w = 2qiln ——~ + с, 


Fea) 2,a) 
где f(z,a) — функция, конформно отображающая область D на еди- 
ничный круг так, что f(a,a) = 0, и с — действительная постоянная. 

Установить связь между потенциальной функцией v(z) и функ- 
цией Грина области D (см. задачу 7.36). 


В задачах 10.74-10.80 пользуясь результатами задачи 10.73 
или принципом симметрии, найти комплексные потенциалы элект- 
ростатических полей, образованных заданными точечными зарядами 
в указанных областях. 

10.74. В верхней полуплоскости Imz> 0, зарядом (20;29). 

10.75. 1) В круге |2|< В, зарядом (20;24); 


2) во внешности круга |z| > В, зарядом (20; 24). 
р. 


10.76. Во внешности эллипса к. + и = =1 зарядом (00;294). 
10.77. Во внешности отрезка |z| < В, у= 0, зарядом (00; 2g). 
10.78. Во внешности квадрата |т| < а, |у| < 4, зарядом (00;24). 
10.79. В прямоугольнике || < а, |y| <b, зарядом (0;24). 
10.80. В прямоугольнике 0 < x2 < 2a,0<y< 2b, зарядом (20; 24). 


В задачах 10.81-10.85 построить электростатические поля, обра- 
зованные заданными диполями. 

10.81. В круге |2|< Я, диполем (а;р). 

10.82. Во внешности круга |2|> В, диполем (a;p). 

10.83. Во внешности отрезка || < В, y =0, диполем (00;p). 


xr 


10.84. Во внешности эллинса -; + и = =1, диполем (00;p). 


10.85. В прямоугольнике |2| < с ly| < В диполем (0; p) (pi = ре). 
10.86. Доказать, что электростатическое поле, образованное ди- 
полем (а;р) в произвольной односвязной области О, определяется 
комплексным потенциалом w = f(z), где функция f(z) и 
область D на внешность т отрезка так, что f(a) = 00, 


и главная часть f(z) в точке а равна - ‚если а со, и piz, ec- 
ли a= 00. 


Найти f(z), если известна функция as отображающая область D: 

1) на внутренность единичного круга, если а 72 oo, причем Ка) = 
= 0, (a) > 0; 

2) на внешность круга {t| > В, если а = со, причем (оо) = oo 
и # (00) =1. 
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10.87. В односвязной области D построить электростатическое 
поле, образованное точечными зарядами {(а%;24ак)} (К = 1,2,....п) и 
диполем (а;р). 


Пусть 9(6, 2) — функция Грина области Д (см. с. 127), граница ко- 
торой Г состоит из кусочно гладких простых контуров Г\ , Го, ..., Ри; 
пусть, далее, п — внутренняя нормаль к Г и обход Г совершается в 
положительном направлении по отношению к ДО. Если u(z) — функ- 
ция, гармоническая в области D и непрерывная на Г, то из формулы 


Грина следует 
_ i d9(¢, =) 
u(z) = he ar ds 


ua) = 5, => / [Ho me Eg Ea ae | 


Если область р. содержит бесконечно удаленную точку и фун- 
кция и(2) в ней гармонична, то к правым частям приведенных фор- 
мул надо добавить и (со). При этом в окрестности бесконечно удален- 
ной точки функция Грина 9(2,со) может быть представлена в виде 


(2,0) =In lz] +y+0( 7). 


ИЛИ 


Величина 
7 = Jim [9(2, 00) — In |2] 
называется постоянной Робэна замкнутого множества, представ- 
ляющего дополнение D на 2-плоскости; величина е_7 называется ем- 
костью этого множества. 
10.88. Доказать следующие утверждения (п — внутренняя нор- 
маль): 


= 1 O9(¢, a) 
1) и ae. in In ca cogs если аж 00; 


—~. 1 fag) 1 
2) g(z, 00) =¥ =/ Е In =a ds, если ЕД иобласть D 


содержит бесконечно удаленную точку; 


99.) 1a. — | 
3) [2 an In Feel 45 =v, если z¢ Du область О содер 


жит бесконечно удаленную точку; 


4) = [995.9 45 =1, если a#oo или если a=oo€ D. 
2a On 
Указание. Bn. 1) воспользоваться свойством симметрии функ- 
ции Грина g(¢,z) = 9(2,С) и интегральным представлением гармо- 
нической функции по ее граничным значениям. В п. 2} воспользо- 
ваться интегральным представлением гармонической в р функции 
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In|€ — 21| + 9(С, оо) — 9(6, 00), предельным переходом и свойством 
симметрии 9(00, 2) = 9(2, 00). В п. 3) — то же, но исходя из функции 


In |¢ — 2| — 9(6, оо) 5). 
Функция 


10(2) = 291 

о(2) = 24 al 
называется логарифмическим потенциалом точечного заряда (a; 2q). 
В расширенной 2-плоскости vo(z) представляет логарифмический но- 
тенциал двух точечных зарядов: (a;2q) и (с0;—24). 


Пусть контур Г удовлетворяет условиям, указанным на с. 190, а 
p(¢) и v(C) действительны и непрерывны на Г. 


Интеграл 


v(2) = (© coats 
Г 


называется логарифмическим потенциалом простого слоя с плот- 
ностью обложения p(C) (в пространстве ему соответствует потенциал 
заряженной цилиндрической поверхности с основанием Г и поверх- 


ностной плотностью зарядов ^, т. е. несущей заряд 2 452 на квадрат- 


ной площадке над ds). 

Функция v(z) — непрерывная в конечной 2-плоскости и гармони- 
ческая всюду вне Г, кроме точки 2 = со, где она имеет логарифми- 
ческую особенность 

v(z) = —29щ |z| + (17), 24 = fod ds 
Е Г 
(это означает, что потенциалу (2) соответствует заряд (00; —2q)). 


Интеграл 


ал (2) = [Ox In ena ds 
г 


называется логарифмическим потенциалом двойного слоя с плот- 
ностью обложения v(C) (на Г распределены диполи с осями, направ- 
ленными вдоль заданного направления нормали n к Г, внутренней, ec- 
ли Г ограничивает область; v(¢) — плотность распределения момен- 
тов диполей). Если 0(С,2) — угол между п и вектором, идущим из 
Свё, а 42(6,2) — угол, под которым виден элемент дуги ds из 2 то 


(а = fo) GPE вв = [v(6) dv, 2). 
Г Г 


5) См.: Неванлинна Р. Однозначные аналитические функции.— M.: Гос- 
техиздат, 1941.— Гл. V, § 2. 
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В частности, для замкнутого контура Ги v(¢) =1 


9 1 21, если 2 внутри Г, 
[== п, если 2 на Г, 
gta I =a 0, если z вне Г 


(см. также задачу 7.34). 

Функцию Грина g(z,a) области D можно рассматривать Kak по- 
тенциал электростатического поля, образованного точечным заря- 
дом (a;1) при заземлении границы Г области D. Задача 10.88, 1) по- 
казывает, что в случае а 2 со заземление Г эквивалентно размеще- 
1 д9(<, а) 
2 On ` 
этом, согласно п. 4) задачи 10.88, суммарная величина заряда рав- 
на —1. В случае а = со точечный заряд (co; 1} и заземление Г вмес- 
те эквивалентны размещению на Г заряда с плотностью обложения 
p(¢) = _ 1 995, oo) 

т On 
постоянным потенциалом 7 (см. 10.88, 2)). В этих случаях указанные 


обложения Г называются индуцированными зарядом (а; 1). 


нию на Г заряда с плотностью обложения р(б) = — При 


суммарной величины —1 и добавочному полю с 


В задачах 10.89-10.92 найти индуцированную зарядом (а;1) плот- 
ность обложения р(б,а) контура Г и соответствующий потенциал 
простого слоя %(2, а) для областей, ограниченных контуром Г. 


10.89. Г — действительная ось, Ima> 0. 

10.90. 1) Г — окружность |2| = В, lal < R; 

2) Г — окружность |2| = В, [al > В (рассмотреть, в частности, 
случай а = 00). 

10.91. Г — отрезок действительной оси || < В, у=0, a=oo. 


2 у 

10.92. Г — эллипс = + Bo =1, a=. 

10.93. Считая известной функцию Грина для области D, содержа- 
щей точку z = со, решить проблему Робэна: найти плотность распре- 
деления p(¢) на границе Г области Р единичного заряда, создающего 
вне D ина Г постоянный потенциал). 

Указание. См. задачу 10.88, 3) и 4). 


В задачах 10.94-10.96 решить проблему Робэна для заданных об- 
ластей D. 


10.94. р — внешность круга |z| > R. 


6) О решении общей проблемы Робэна, требующей отыскания такого неот- 
рицательного распределения единичного заряда на заданном множестве Е, что- 
бы соответствующий логарифмический потенциал в каждой точке множества Е 
принимал одно и то же постоянное значение, см. указанную на с. 185 книгу 
Р. Неванлинна. 
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10.95. р — внешность отрезка |Х|< R, у=0. 


oy? 
10.96. р — внешность эллипса — +9 ы = 1. 
| В задачах 10.97—10.100 найти емкости (см. с. 190) замкнутых MHO- 


жеств. 
10.97. |2| < В. 10.98. 
10.100. |2? — а?| <a? (а>0). 


10.101. Пусть на простом замкнутом контуре Г задана непре- 
рывная и дифференцируемая вдоль контура действительная функ- 


ция y(¢). 
Доказать, что действительная часть интеграла типа Коши 


2 
т < В, y=0. 10.99. 5 +0 <1. 


я al G3 $2) a является логарифмическим потенциалом двойного слоя 
ni 
с ee y(¢), a его мнимая часть — логарифмическим потен- 
а 
циалом простого слоя с плотностью — — ©®. 
2a ds 

10.102. Доказать, что функцию u(z), ограниченную и гармони- 
ческую в верхней полуплоскости Im 2 > 0, можно представить в виде 
логарифмического потенциала двойного слоя: 


17 a 1 
v(z) = — | v(t) — ln —— dt. 
(2) т / (9 д jt ~ 2{ 
—©< 
Если же u(z) регулярна на со, то ее можно представить и в виде ло- 
гарифмического потенциала посто слоя: 


‘Os eo) [ Om 4% 


10.103. В верхней полуплоскости Imz > 0 найти комплексный 
потенциал электростатического поля, если его потенциал v(z) прини- 
мает на действительной оси заданные кусочно постоянные значения. 
Записать потенциальную функцию с помощью гармонических мер со- 
ответствующих отрезков действительной оси (см. с. 132): 
: 1) y Ha интервале (—со, а), 0 на интервале (a, со); 

2) ф на интервале (a,b), 0 Ha интервалах (—00,a), (6, 00); 

3) 41, 2,--, Pn соответственно на интервалах (—00, a1), (a1, аз), ... 

«> (@n—1,@n) и 0 на интервале (an, со) (здесь а1 < а2 <... < Gn); 

4) yo на интервале (а„, 00), 41, 2,...фи соответственно на ин- 
тервалах (—с0,а1), (а1, аз) ит. д. 

Указание. В п. 1) воспользоваться конформным отображени- 
ем на полосу; в остальных — воспользоваться методом суперпозиции 
(можно также воспользоваться интегральной формулой Шварца для 
полуплоскости, см. с. 129). 
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10.104. Найти комплексные потенциалы w(z) и потенциалы %(2) 
в двусвязных областях с заданной разностью d= 92 — и2 потенциа- 
лов 91, U2 на граничных контурах: 

1) в круговом кольце 7) < |z| < 72; 

2) в произвольной двусвязной области D. 

10.105. Доказать, что если D — произвольная двусвязная область 
и на каждом из контуров, ограничивающих эту область, потенциаль- 
ная функция принимает постоянные значения (14 и v2), то 


ite oo) Int(2)+e+in, (а = ше +0, 
где t(z) конформно отображает D на кольцо 1 < |t] <p (и — Mo- 
дуль Ш) и граничный контур с потенциалом 1 переходит в окруж- 
ность || =1; с — действительное число. 


10.106. Найти комплексные потенциалы в указанных двусвязных 
областях (потенциалы Uv; и vg на граничных контурах постоянны): 

1) во внешности окружностей |2 + al = В (a> В) (vy — потенциал 
на окружности слева); 

2) во внешности окружностей [2| = ry (потенциал v,) и |2 — al = т2 
(а> м +72); 

3) в неконцентрическом круговом кольце, ограниченном окруж- 
ностями |2] = В (потенциал 11) и |2 -а| =r О<а< В -т); 

2 2 


2 2 
4) в эллипсе — + a <le разрезом вдоль отрезка, соединяющего 
а 


фокусы (потенциал на эллипсе %1); 

5) во внешности отрезков 1 < || < 1/К, у=0 (0<К< 1); на ле- 
вом отрезке потенциал 91; 

6) во внешности отрезков |т| < 1, у = 7; на верхнем отрезке по- 
тенциал v1. 


10.107. Пусть D — многосвязная область с границей Г, состоя- 
щей из п кусочно гладких контуров Гь (К = 1,2,..., п), и we(z) — 
гармоническая мера Г» (см. с. 132). Если область D ограничена, 
то внешним ее контуром будем считать Гл. 

Доказать следующие утверждения. 

1) Если область D ограничена, то 


_ _ 1 [док (©) 1 = в 
ик(2) = De an In jena ds (k=1,2,....n—J), 


д ди (©) 1 
ат (2) = 1 = ai in Гат ds. 


Если область D содержит бесконечно удаленную точку, то 


шк(=2) = к (со) — ef Ho In Ic = x ds (k=1,2,...,n). 
Г 
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2) Правые части равенств, указанных в п. 1), для точек z, не 
принадлежащих области D, принимают значение 1 в дополни- 
тельной к D области, ограниченной Г» (соответственно Г»), и Ов 
дополнительной к Л области, ограниченной Г;, ix k. 

Примечание. Согласно п. 1) функции w,(z) представляют в об- 
ласти D потенциалы, создаваемые индуцированными зарядами об- 
ложения, распределенными на Г, с плотностями обложения рь(() = 
= sae ЕО В случае ограниченной области D величины ал (2), ... 


In On 
«-)Wn—1(Z) в точности совпадают с логарифмическими потенциалами 


указанных индуцированных обложений Г. 
Величины зарядов обложения ри, индуцированных потенциз- 
лом ик (2) на контуре Г; ($ Е = 1,2,...,n), т. е. 


о [9 (©) 1 op, дык) 
Ри = an J дп г a= | дп ue, 


называются взаимными емкостными постоянными граничных KOH- 
туров (некоторые свойства чисел ру. рассмотрены в задачах 7.67-7.70. 


10.108. Найти гармонические меры uw ,(z), а также величины 
рк(С) и pix, определенные в примечании к предыдущей задаче для: 

1) кругового кольца 1 < |2| < п; 

2) произвольной двусвязной области О, считая известной функ- 
цию, отображающую эту область на кольцо. 


10.109. Пусть 2 — область задачи 10.107 и v(z) — ограниченный 
потенциал электростатического поля, принимающий постоянные зна- 
чения a, (К = 1,2,....п} на граничных контурах (проводниках) Гх. 

Доказать следующие утверждения. 


1) v(z) = У agwe(z). 
k=1 


2) Если область О ограничена и Г, — внешний контур, то 
2 1, цы 


WG Son 2n J On I¢-2| 


если же О содержит точку оо, то 


1 fa), 1 
Oe J An ieee 


v(z) = v(0o) — 


Доказать, что правые части указанных формул равны ag (К = 
= 1,2,...7п) в дополнительных к D областях, ограниченных Гу. 
3) Величины индуцированных на Г; зарядов обложения равны 


1 aed) оо 
2qi = да | “On ds =) pico, 
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nm 
причем У‘; = 0. 
i=l 
Указание. См. задачу 7.68, 1). 


4) in| (grad v)? dr dy = у. Рковак. 
i,k=1 
Viasewue. См. задачу 7.69. 


5) Если w(z) — комплексный потенциал т то плотность инду- 


О] 


цированного обложения p(C) = а 


Пусть D — произвольная многосвязная область с границей Г, co- 
стоящей из жордановых контуров Гу...., Ги. Существуют конформ- 
ные отображения области D на каждую из следующих канонических 
областей с указанными условиями единственности (а, b — произволь- 
ные точки области D, А — произвольнее комплексное число). 

1) На плоскость с параллельными разрезами. Отображающая функ- 
ция f(z) однозначно определяется заданием ее полюса В и коэффици- 
ента А разложения 


Ка = о (6 = 0), 
А+ +... =о). 


2) На плоскость с а разрезами (так будем называть 
плоскость с разрезами по отрезкам, расположенным по лучам, выхо- 
дящим из начала координат), или с разрезами по концентрическим 
круговым дугам с центром в начале координат. Функция f(z) опреде- 
ляется нулем а, полюсом b и коэффициентом А разложения 


а tale) +.. 6%), 
7 Az+ +... (b = оо). 


3) На круг с радиальными разрезами или с разрезами по концент- 
рическим круговым дугам (центр в начале координат). Функция f(z) 
определяется условиями f(a) = 0, f’(a) = 1 и заданием контура Tx, 
переходящего в окружность. 

4) На кольцо с радиальными разрезами или с разрезами по кон- 
центрическим круговым дугам (центр в начале координат). Заданием 
контуров, переходящих во внутреннюю и во внешнюю граничную 
окружности, отображение определяется с точностью до преобразова- 
ний подобия и поворота. 

См., например: Голузин Г. М. Геометрическая теория функций 
комплексного переменного.:— М.: Наука, 1966.— Гл. У. 


10.110. Считая известными функцию, конформно отображаю- 
шую область О на плоскость с параллельными разрезами, и гармо- 
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нические меры их (2) граничных контуров Ty (k = 1,2,..., п) 7), найти 
потенциал электростатического поля, создаваемого в области D дипо- 
лем (а; р), когда граница Г области заземлена. 


10.111. Считая известной функцию Грина области О, найти по- 
тенциал электростатического поля в этой области, образованного то- 
чечным зарядом (а;29) (a € D) и имеющего заданные потенциалы Oy 
на граничных контурах Г» (k = 1,2,..., п). В случае когда область D 
односвязна, получить формулу задачи 10.73. 

10.112. Определить характер электростатического поля, опреде- 
ленного в многосвязной области D комплексным потенциалом и = 
= f(z), где f(z) — функция, отображающая эту область на плоскость 
с разрезами, параллельными действительной оси. 


10.113. Определить характер электростатического поля, опреде- 
ленного в области D комплексным потенциалом w = 2491 ш —~, если 


z 

функция f(z) отображает область D на: i) 

1) плоскость с разрезами по концентрическим круговым дугам с 
центром в начале координат; 

2) круг с разрезами по концентрическим круговым дугам с цент- 
ром в начале координат; 

3) круговое кольцо с разрезами по концентрическим круговым ду- 
гам с центром в начале координат. 

Во всех случаях найти потоки вектора напряженности поля через 
граничные контуры. 


10.114. Построить схему расположения эквипотенциальных и си- 
ловых линий электростатических полей: 

1) образованного в бесконечной двусвязной области диполем на со; 

2) образованного в ограниченной двусвязной области D точечным 
зарядом. 

В обоих случаях потенциалы на граничных контурах постоянны. 


10.115. 1) Выразить потенциал v(z) электростатического поля, 
образованного в многосвязной области D зарядами обложения 24% 


n 
на Гь (Soa = 0) через гармонические меры Ww, (2) его граничных 
k=1 
контуров. (Ha каждом контуре Гь потенциал постоянен.) 
Указание. Воспользоваться результатами задачи 10.109. 
п 
2) Выразить потенциал v(z), если 5 Gk =qQ #0 и имеется то- 
es Е=1 
чечный заряд (a; —2q). 


7) То и другое определяется с помощью функции Грина; см., например, $ 1 
приложения М. Шиффера к книге: Курант Р. Принцип Дирихле, конформные 
отображения и минимальные поверхности.:— М.: ИЛ, 1953. 


ee ee 
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Указание. Определение потенциала %(2) + 299(2, а) приводится 
кп. 1). 

10.116. Найти потенциал v(z) в круговом кольце г! < |2|< г», если 
на его контурах заданы заряды обложения 24; и 242, причем в случае 
4: +92=q 0 имеется еще точечный заряд (а; —24). 

Указание. Функцию Грина кругового кольца можно определить 
с помощью решения задачи 10.63, подбирая подходящие циркуляции. 
По ним определяются и индуцированные заряды обложения на гра- 
ничных контурах, связанные с функцией Грина. 


$ 3. Приложения к плоской задаче о распределении тепла 


Плоская задача о стационарном распределении температуры внут- 
ри тела характеризуется аналитической функцией w(z) = ut iv (и — 
температура), называемой комплексным потенциалом теплового 


поля. Вектор Q = —Ёвтади = —kw'(z) (Е — коэффициент теплопро- 
водности, в дальнейшем постоянный) называется вектором потока 
тепла. Поток тепла через контур С равен 


C С 
(п — внешняя нормаль к контуру С, пробеГгаемому в положитель- 
ном направлении). Так как функция и однозначна, то для замкнутого 


контура С поток тепла равен также {А / м” (2) dz. Если вблизи точки а 


= ort g ey 
о Е о ВОС а)-+... И = 
то член 5 In SIZ определяет в точке а источник (а;9) обильнос- 


ти 4, ачлен — — дублет в точке а. 
—a 
Имеет место следующая аналогия с течением жидкости и элек- 


тростатическим полем: 


Электростатическое 
поле 


Течение жидкости 


Комплекс- 
ный потен- 
циал 


Вектор поля |Q = —Кртади = 


1(2) = и + т w(z) = и + iw(z) = и +1 


У =gradu=w'(z) |Е= - ртади = 


= —kw'(z) 
Температура 


Изотермы 


Функция тока 


Потенциальная 
функция 
Эквипотенциальные 


линии 
Функция тока 


= w!(z) 
Потенциальная 
функция 
Эквипотенциальные 
линии 
—и — силовая 
функция 


eS 
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Линии тока Линии тока Силовые линии 


а 
И .— 
сточник (3 ) 


Источник (a; 4} Точечный заряд 


(< st) 
’ Ink 
Диполь 


Поле с заданными 
зарядами,  дипо- 
лями и эквипо- 
тенциальными 
граничными кон- 
турами 


Дублет 


Тепловое поле с за-| Течение, определяе- 
данными источни-| мое комплексным 
ками, дублетами| потенциалом iw(z), 
и — изотермичес-| с заданными вих- 
кими  граничны-| рями и диполями, 
ми контурами обтекающее — гра- 

ничные контуры 


Диполь 


10.117. Сформулировать принцип симметрии для продолжения 
источника тепла через прямолинейный или круговой участок гра- 
ницы области. Найти распределение температуры в произвольной од- 
носвязной области О, если известно, что внутри этой области нахо- 
дится источник (a;q) и температура на границе имеет постоянное 
значение (7. 


В задачах 10.118-10.121 найти распределение температуры в ука- 
занных областях по заданным источникам, считая, что на границе 
области темнература постоянна. 


10.118. В верхней полуплоскости Imz > 0; источник (а; 4). 
10.119. В круге |2|< В; источник (а; 4). 
10.120. В полуполосе || < a, y > 0с источником (ih;q) (В > 0). 


10.121. В прямоугольнике |2|<а, [yj <6 с источником (0;4). 


10.122. 1) Дать интерпретацию функции Грина 9(2, а) плоской 
области D в терминах теории распространения тепла. 

2} Считая известной функцию Грина области D, найти распреде- 
ление температуры в этой области, если известно, что в D имеется 
источник (а;4) и на граничных контурах Гь (К = 1,2,...,n) темпе- 
ратура имеет постоянные значения ик. Записать ответ с помощью 
гармонических мер и» (2) граничных контуров. 


10.123. Найти распределение температуры внутри кругового 
кольца г: < |2| < ro, если известно, что внутри кольца имеется 
источник (а;4) и на граничных окружностях температура имеет по- 
стоянные значения: uy — на окружности |2|=г1 и из — на окруж- 
ности |z| = ro. 

Указание, См. аналогичные задачи 10.63 и 10.116. 
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ГЛАВА XI 
ОБОБЩЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


В этой главе используются обозначения, введенные в $ 5 гл. [ для 
формальных производных по Коши. Соответствующие обозначения 
применяются и к дифференциалам: 


= а —idy=adz, ар= Рае 8 eas. 


§ 1. Квазиконформные отображения 


Характеристиками эллипса называют отношение р его полуосей 
(p 21) иесли р # Т угол 6 (0 <9 < тп), образуемый большой осью 
эллипса с осью Ox. 


11.1. Показать, что уравнение эллипса с центром в начале коор- 
динат, малой полуосью h и характеристиками ри 9 можно записать 
в виде 

ya? — 2Bay + ay? = р№?, 


где 
а = peos? 9+ = sin” 8, p= ( — 5) cos 9 sin 6, УЕ psin? + = cos? 6, 


или в виде 
lz + wz] = Л 
где 
pal 280 2ph 
=-——-е А= —-. 
в pt+l pti 


Величины a, 3, y из задачи 11.1 также называются характерис- 
тиками эллипса. Они связаны соотношением ay — 6? =1. Величи- 
на р называется комплексной характеристикой эллипса. Заметим, 
что |u| <1. В случае круга и =0, p=1, a=y=1, В=0. 


11.2. Доказать следующие соотношения между различными ха- 
рактеристиками эллипса: 


и = at+y am). 1 
1 +4/(——+) +82, р+-=а+8; 
о ( 5 8, pts В 
2) 20 = т (-л < argu <7); 


| 
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а Уб ана. 


' 
450 = о. > 
(1 — |u|?) = 1+2] cos 20 + |2, 
4) 4 (1 |м?)В = 2[p| sin 20, 
(1—|ul?)y =1- 2 ees 29 Ей р; 
5)= <a, y<p; Ш<5(р- 1). 
) ов | < 5(Р р 
Доказать следующие соотношения между характеристиками двух 


эллинсов: 
6) |p2 — pil < Jag — || + |2 — Bil + lve — 71|; 


[2 — aa] < |p2 — pil + (>. = >) (> = =) sin |02 — 91|, 


[62 — Bi| < |2 — pil + (i+ ==)+ 


+2 (> Е =) (> 2 =) sin |62 — 41], 


[2 — 91| < [2 — pil + J: — >.) (р = =) sin |> — 61|; 


p2 
8) [2 — al < |2] — [eal] + 2 из ва [а | — 61|; 
foam | < Р-Р], о Тр = Юз |6 — 61 


~ 7 
1 — ди ра р: 

Указание. Для доказательства неравенств 6)-8) полезны нера- 
венства вида 


[72 cos Az — 71 cos Aq| < |ree? — гей“ | < [га — г1| + 
+2. /т2т1 sin [А2 = А! |, Па2 + ibg| ee lay + id; || < lao as а1| + [be ae by |. 


Отображение (преобразование) w = f(z) = u(a, у) + (т, у) назы- 
вается аффинным, если 


u=ayrtbhytea, v=agrt у +0. (1) 
Якобиан этого отображения А = | г a . Если A = 0, To отображе- 


ние является вырожденным. 


11.3. Доказать следующие свойства аффинных отображений. 
1) Аффинное отображение можно представить в виде 


и = Аз + ВЕ+С. 


Выразить коэффициенты A, В и С через коэффициенты преобразо- 


13* 
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вания (1) и показать, что A = |А|? - |В]?. 

2) Если AO, то существует обратное отображение 

# = Аш + В, 5 +С1. 

Выразить его коэффициенты через коэффициенты преобразова- 
ния (1) и показать, что Ay = |A,|? - |В |? = А. 

3) Если A#0, то отображение сохраняет параллельность прямых 
и преобразует эллипсы в эллипсы. Эллипсы с комплексной характе- 
ристикой и = В/А, если A>O и и=А/В, если А < 0 преоб- 
разуются в окружности. 

Окружности преобразуются в окружности только при ортого- 
нальных преобразованиях w= Az+C или w= В+ С. 

4) Если А>0, то отображение сохраняет направление обхода; ec- 
ли А <0, то отображение меняет направление обхода на обратное. 

5) Если А = 0, Ho не все коэффициенты ал, 61, de, bo равны нулю, 
то отображение можно представить в виде 


w = 2|А|е°+8)/?2 | | cos (+ + af) +С, 


где ф = argz, а = argA, В = arg В. Указать геометрический смысл 
этого отображения. 


Характеристиками аффинного отображения называются характе- 
ристики (р,9), (а,8,7) и комплексная характеристика р эллипсов, 
преобразуемых в круги (см. задачу 11.3, 3)). 

Характеристиками непрерывно дифференцируемого отображения 


w = и(х,у) + (т, у) 


с якобианом J > 0 называются характеристики p(z), 0(2); a(z), В(=), 
7(2) и комплексная характеристика /1(2) аффинного отображения 


ди = и, ат + и, ау, а =, ат +, ау или аш = ш. dz + ш: АЯ. 
При таком преобразовании бесконечно малому кругу 
du? + dv? = ар? 
соответствует бесконечно малый эллипс 
y dx? — 26 ат dy + а4у? = рай? 


(dh — малая полуось}, или, в другой записи, 


=| _ 2В 
[dz + ud a| = та. 


11.4. Доказать, что для невырожденного аффинного отображения 
имеют место соотношения 
ре ва. _В a _ 1 


a? + аз =. a,b; + aebs ~s ы +62 | | 
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11.5. Доказать, что для характеристик непрерывно дифференци- 
руемого отображения с положительным якобианом справедливы со- 
отношения: ; 

1) + —B = a _ рав 1 


+  urtytur’y фа dp? J’ 
1 
2) ub tu +02 +03 = Др+ 5); 


— {wel +lwel, 


| Pe a 
ат ||wz| ~ ша 


3) p= max|S2| / min 


Ope eel ee. 


} 


Wz = pti 
J dw 
5) Ns < IS < vpJ. 


Однолистное непрерывно дифференцируемое отображение w = 
= u+iv C положительным якобианом называется квазиконформным 
отображением с тарактеристиками p(z), A(z) или а(2), B(z), (2) или 
(=), если оно переводит бесконечно малые эллипсы с этими харак- 
теристиками в бесконечно малые круги. 


11.6. Доказать, что квазиконформное отображение удовлетворя- 
ет системе уравнений 
As + Buy = Vy; Buz + Uy = -%, 
или, в комплексной форме записи, уравнению 


0; = ИШ.-. 


Указание. Уравнению |42- д 42| = const соответствует урав- 
нение |dw| = const. 

Примечание. Указанные в задаче уравнения называются урав- 
нениями Бельтрами. Характеристика и называется коэффициентом 
Бельтрами. 


11.7. Показать, что однолистное непрерывно дифференцируемое 
отображение w = и + 1% с положительным якобианом, которое пере- 
водит бесконечно малые круги в бесконечно малые эллипсы с харак- 
теристиками p(z), 6(z) или a(z), 8(2), y(z) или pz), удовлетворяет 
системе уравнений 


Uz + Buy = avy, —Ви, и, = —avz, 
или, в комплексной форме записи, уравнению 
= p—1 280 
м; = им; ИЕ-И=-—е°. 
z 2} 2+1 


II римечание. Если указанную систему записать в виде 


Риз + QUy = Vy, —QUz + Ply = —vz 
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(здесь р = Ifa, g = В/а), то приходим к (р, 9)-аналитическим функ- 
циям по терминологии Г. Н. Положего (см. его книгу “Обобщение 
теории аналитических функций комплексного переменного”, 1965). 


11.8. Доказать, что уравнение Бельтрами wz = u(z)w, инвари- 
антно относительно аналитических преобразований функции w, 
а уравнение wz = v(z)tz инвариантно относительно конформных 
преобразований переменной 2. 

11.9. Пусть однолистное непрерывно дифференцируемое отобра- 
жение ш =и - и) с положительным якобианом переводит бесконечно 
малые эллипсы с характеристиками р, 9 в бесконечно малые эллип- 
сы с характеристиками pi, 9: (такое отображение называют квази- 
конформным с двумя парами характеристик р, 9; ру, 91 или с двумя 
тройками характеристик a, В, 5; a1, Ви, 71). Доказать, что отображе- 
ние w = и + iv удовлетворяет системе уравнений 


Quy, + (В + fy )uy = Avy, (В = By )uz + му = ~OUz, 

которую можно также записать в виде 
Ш = аш, + 92%, 

где 

роны 2-1 с2ю ee р —-1) 28m 

(ppi + 1) (р + pr) (pp + Пр + pr) 
Указание. Уравнение [dz + р 4#| = const соответствует уравне- 

нию {dw + и; dw| = const с известными д, из. 


11.10. Пусть ¢ = f(z) — квазиконформное отображение с харак- 
теристикой пу: 


fz > bse, 
и w= (¢) — квазиконформное отображение с характеристикой ро: 
96 = Но9с. 


Доказать, что их суперпозиция F(z) = 91 (=)] = дор есть ква- 
зиконформное отображение с характеристикой 


вл + ро: / fe 
1+ polish = / fz 
Доказать также соотношения 


fz MP ~ Mg fe F, Ho - И, 
oe oe -1(2) =- =>, р ae ee 
balm Fine? RE gb = 
Примечание. Если считать известным ир, TO величину 
1+ [ро] 
sup In —— ^^ 
rte то! 


можно принять в качестве расстояния между их и иг. Аналогично, 
через jr определяется расстояние между ру и р;-1. 
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11.11. Пусть Pwfzs w/z — характеристики р, 9 квазиконформ- 
ного отображения w = f(z). Показать, что 
Р:/ш = Ри/:› 0:/ш = ди/. Е 7 + arg f, 
и что для сложного квазиконформного отображения w(z(t)] 
Рь/ё < Pw/zPz/t- 


11.12. Показать, что для квазиконформных отображений 


и = (1), v=y (продольное растяжение-сжатие), 
и=Т, у = f(y) (поперечное растяжение-сжатие), 
р=г, 9 = f(y) (угловое растяжение-сжатие) 
характеристика 1 
pea). 


а для отображения р = f(r), 9 = (радиальное растяжение-сжатие) 
характеристика 


11.13. Построить квазиконформное отображение круга |2| < В на 
себя, переводящее точку z = a (lal < В) в начало и оставляющее He- 
подвижными точки окружности |2| = В. Оценить характеристику р. 


11.14. Построить квазиконформное отображение косой полупо- 


лосы 
х>0, rtga<y<czrtgath Yj Yy 7 
на прямоугольную полуполосу lige 
#7 
u>0,0<v<hA TU 
без растяжения на основании и 
с постоянным растяжением на Yd: 


боковой стороне. Оценить ха- 
рактеристику р. 


<< 


Puc. 58 

11.15*. Построить квазиконформное отображение двуугольника, 
состоящего из полуплоскости и кругового сегмента с центральным 
углом 28 (рис. 58), на полуплоскость с сохранением длин на границе. 
Оценить характеристику р. 


11.16. Квазилинейное gist i 
Ou Ou ди ди 
Alen ce = F( he = 
Ox? т Oxdy ь РА О ду 
эллиптического типа (AC — В? > a посредством однолистного ото- 
бражения С = C(z) = & + in требуется привести к каноническому виду 

Ou, Pu 


ВЕР + at = (Ene ди a) 


’дЕ’дт 


Е 
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Доказать, что отображение ((2) удовлетворяет системе уравнений 
Бельтрами 4% 4 pH Вс 
дх ду г on Or dy _ On 
VAC — B? ду VAC — В? Ox 
и является квазиконформным отображением с характеристика- 
ми а, В, 7, определяемыми из соотношений 
y_ Pp _a@ _ 1 


CB А VJAG_-B 


предположено, что А > 0). 


$ 2. Обобщенные аналитические функции 
Функция ш = и-+ и, удовлетворяющая уравнению 


и; + Аш + Bw = F, (1) 


где A, Ви Е — функции от 2, называется обобщенной аналитической 
функцией. 

В задачах этого параграфа рассмотрены уравнения и системы 
уравнений, приводящиеся к виду (1), а также некоторые свойст- 
ва их решений *). 


11.17. Показать, что система уравнений Карлемана 
Ug — Vy tau + bv = f, 
Uy tu, +cut+ dv =g, 
где a, 6, с, а, фи g — функции переменных х и у, может быть записана 


в виде (1): и; + Аш + Bu = F. 
Выразить A, Ви F через коэффициенты данной системы. 


11.18. Показать, что уравнение we; — 42(2)0; + Аш+ Во = Е 
с помощью “аффинного” преобразования 


w = a(z)w +6 2)5 (2) 
можно привести к виду (1). Найти общую форму преобразования (2) 
и выяснить, когда оно невырожденное. 
11.19. Показать, что уравнение 


wz — 91 (2). — 92(2)0; + Aw+ В =Е 


с помощью преобразования предыдущей задачи может быть приведе- 
но к виду м; — 917. + А’) + B'w = Е'. Найти общую форму преоб- 
разования и выяснить, когда оно невырожденное. 


1) По поводу приведенного цикла задач см. монографию: Векуа И. Н. Обоб- 
щенные аналитические функции.— М.: Физматгиз, 1959.— Гл. Ll. 
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Указание. Применить рассматриваемое преобразование к дан- 
ному уравнению и к уравнению W, — 91(2)%, — 92(2)ш, + AD + Вш = 
= К, исключить @,, а затем подобрать коэффициенты a(z) и 6(2). 


11.20. Показать, что уравнение 


Wz — 91(2)щ. — 92(2)0: + AW+ BO=F 


(19+ (2)| + |92(2)| < 1) с помощью замены независимой переменной = 
на переменную (С, связанную с 2 соотношением Cz = 410., может 
быть приведено к виду 


с - Gwe + Аш + Вш=ЁЕ. 


Найти gf и 92 и выяснить геометрический смысл преобразова- 
ния C(z). 
11.21. Доказать, что эллиптическая система дифференциальных 
уравнений вида 
о, = аи + (В + В) и, + au + bv + f, 
—ayv, = (8 — Вуди, + уи, + си + +9 


(условие эллиптичности здесь avy — 3? > 0; кроме того, a > 0) может 
быть приведена к виду 


we — 91 (2), — 92(2)5: + Аш + Bu = F, 


причем |qi(z)| + |92(2)| < 1, если а. >0, и [|41 (2) | - |92(2) || > 1, ес- 
ли a, <0 

Указание. См. задачу 11.9. Случай a, < 0 сводится к случаю 
Qa, > 0 заменой ш=и+и на W=Uu—iv. 


11.22. Доказать, что если (2) — непрерывно дифференцируе- 
мое решение уравнения wz — 42(2)0. =0, где 42(2) — аналитичес- 
кая функция от 2 и [92(2)| 41, то 

p(z) + 42(2)$(2) 
z 3 
me) = Те 


где (2) — произвольная аналитическая функция. 


11.23. Доказать, что если w(z) — дважды непрерывно дифферен- 
цируемое решение уравнения wz — g2(Z)wWz=O0, где 42(2) — анали- 
тическая функция от 2 и 192(2)| #1, то 


w(z) = oz) + [4(@)$: dz, 


где (2) — произвольная аналитическая функция от 2. 
Указание. Сначала нужно доказать, что w(z) есть сумма анали- 
тической функции от 2 и аналитической функции от #. 


п 


п» 
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$ 3. Некоторые интегральные соотношения 
и двойные интегралы 


В задачах этого параграфа С — область, ограниченная конту- 
ром С. 


11.242). Пользуясь формулой Грина, доказать следующие соотно- 
шения (f(z, у) и g(x,y) непрерывно дифференцируемы в С): 


1) [las =f 1% 
2) [Fee ost =2iff ана 


3) (2) = 5 [о — (= €+%). 


Указание. Воспользоваться тем, что 


от 210) 
ОЕ. CCK = 27" 
и применить формулу п. 1) к области С без кружка |C — z| <p (p> 0). 

11.25. Предполагая, что функции f и д непрерывно дифференци- 
руемы в замкнутой области G, доказать, что выражение f dz + 942 
тогда и только тогда является полным дифференциалом некоторой 


Of _ ag 
нкции, когда >> 
фуниции»ногд 9= Az 
11.26. Доказать, что если f и 9 — функции, аналитические 


в области С и непрерывно дифференцируемые на С, то 
[гзатаь = 5 | 946, 
G С 
гв’ ax ay = 5 fp ag. 
G © 


11.27. Доказать, что если функция f(z) конформно отображает 
область G на область С", ограниченную контуром С” = f(C), то ин- 
теграл 


в частности, 


герм 
C 
равен площади 5 области С"; если me f(z) конформно отображает 
область G на внешность контура С", то J = —S. 


2) К задачам 11.24-11.27 см. дополнение М. Шиффера в книге: Курант P. 
Принцип Дирихле, конформные отображения и минимальные поверхности.— М.: 
Гостехиздат, 1953. 
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11.28.3). Пусть G — круг |2| < В<1и 


9(¢) = (С = ре? =E+in, == ге). 


т. Е 
Найти функцию 


Ре =-1 | ЕЯ: ес 


¢-2z 
OF OF OF OF 
и ее частные производные —, —, —, =— для 2320. Показать, 
Ox’ ду’ Gz’ OZ 
что из указанных производных только OE существует и непрерыв- 
Zz 


на в начале координат. 


11.29. Доказать, что если функция f(z) непрерывно дифференци- 


wo Btn (5 иж Да), 


когда область G стягивается в точку 2. 
Указание. Воспользоваться соотношением п. 1) задачи 11.24. 


11.30. Пусть функция Ф(С) непрерывна в замкнутой области С. 
Доказать, что функция 


F(z) =-=/ ae 


1 


в области G удовлетворяет уравнению = (2), если производ- 
2 


ную ee определять по формуле задачи 11.29. 


Oz 
11.31. Доказать, что в условиях задачи 11.30 общее решение урав- 
нения af 
dz (=) 


может быть в области G представлено в виде 


(2) = 5 ms = ыы (формула Помпею). 
С 


Указание. Воспользоваться соотношением п. 3) задачи 11.24. 


3) К задачам 11.28-11.31 см.: Векуа И. Н. Обобщенные аналитические 
функции.:— M.: Физматгиз, 1959. 
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Глава I 


1.1.1) -5 2) -i; 3) =(1 + 38); 4) -8. 
1.2. 1) 3, 5 (здесь и дальше указаны только значения агё2); 2) 2, п; | 


3) V2, =; 4) v2, т; 5 5) V29, arctg о} 6) /29, —arctg 5 


4 
к = 


7) У29, п -— arctg 3 _ V29, arta т 9) ls 


10) Ja? +B, arene при а>0, dicte Не о т arctg —п 
а а 
приа < 0иф “< 0. 


Zsgnb*); 


2кл 


1.3. 2 = с05фь +isinyr, где Ye = —, =0,1,...п-1 2=0. 

n 
1.4. 1) 1, 1s M3, 2) £344 5 =, = -9; 
4) 2? (40,42 И - 9,8 


5) НУ? (1 о, i); 


sO Ут - И 1); 7) =@+9; 


8) V2! cos (2 tin pein sin ЕО ЕО 
9) 95 [воз (2k + 1)a — arctg (3/4) em (2k + 1)m -— arctg (3/4) 


5 5 
(k = 0,...,4) 
2k .. 2k 
1.15. 26 = 2 (cos 7 4+ isin *) (К =0,1,2,...,n— 1). 
n п 
2 
1.16. 23 = 2+ (2 - а) (cos at isin =). 1.17. 23 = 2) + 23 — 22. 
n n 
1.18. Отношение 23—21 должно быть действительным числом (условие 
22 — 21 


необходимо и достаточно). 


21 — 23 22 — 23 
1.19. Ангармоническое отношение (a, 22, 23, 24) = Ss должно 
21 — 24 22 -— 24 


быть действительным числом (условие необходимо и достаточно). 


sgnb=1 при b 
b 


4) sgn b означает символ Кронекера: { senb=—1 при 
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1.20. Решение. При доказательстве можно считать (не нарушая общ- 
ности), что прямой, о которой идет речь, является мнимая ось и что все 
рассматриваемые точки находятся справа от нее (в противном случае сле- 
дует умножить все 2к на некоторое число вида с0$ а + 13т а). Тогда оче- 
видно, что Rez, > 0и Ве (1/2») > 0 при любом k. 


1.23. Внутренность круга радиуса Rc центром в точке z = 20; внеш- 
ность этого же круга; окружность того же круга. 

1.24. Эллипс с фокусами в точках 2 = +2 и большой полуосью 5/2. 

1.25. Внутренность левой ветви гиперболы с фокусами в точках = = +2 
и действительной полуосью 3/2. 

1.26. Прямая, перпендикулярная к отрезку, соединяющему точки 21 и 
22, и проходящая через середину этого отрезка. 

1.27. 1) Прямая x = С и полуплоскость, расположенная справа от нее; 

2) полуплоскость, расположенная снизу от прямой у = С. 

1.28. Полоса —1 <у< 0. 


1.29. Внутренность угла (содержащая положительную часть действи- 
тельной оси) с вершиной в начале координат и сторонами, образующими 
с действительной осью углы, равные соответственно a и 8; внутренность 
такого же угла с вершиной в точке Zp. 


1.30. Парабола y* = 2х +1. 
1.31. Полуплоскость, ограниченная прямой х + у = 1 и содержащая на- 
чало координат. 


1.32. Прямая, проходящая через точки 21 и 22 (из которой исключена 
точка 22); окружность, диаметром которой служит отрезок, соединяющий 
точки 21 И 22 (из которой удалена точка 22). 

1.33. Внутренность окружностей |2 — | = Уд и |# +7] = V2, за исклю- 
чением их общей части. 

1.34. 1) Внутренность области, ограниченной отрезком 0 < 5 < 2” 
действительной оси и одним витком спирали Архимеда т = ф; 

2) множество точек, определенное в п. 1) и дополненное интервалом 
(0,27) действительной оси. 


1.35. 1) Семейство окружностей, касающихся в начале координат мни- 
мой оси, и сама мнимая ось (уравнение семейства: C(x” + у) = x); 

2) семейство окружностей, касающихся в начале координат действи- 
тельной оси, и сами действительная ось. 

1.36. 1) Семейство гипербол x? — у? = С: 

2) семейство гипербол ху = С/2. 


1.37. Каждая линия — окружность, являющаяся геометрическим мес- 
том точек, отношение расстояний которых от точек 21 и 22 постоянно (ок- 
ружность Аполлония относительно точек 21 и 22. 


1.38. Семейство дуг окружностей с концами в точках 21 И 22 (в это 
семейство входят также два прямолинейных отрезка с концами в точках 
21 И 22; один из этих отрезков содержит бесконечно удаленную точку). 


1.39. 1) Каждая линия — геометрическое место точек, произведение 
расстояний которых от точек 2 = —Т и z = 1 постоянно (лемниската с фо- 
кусами 2 = +1). При Л > 1 линии семейства — простые замкнутые кривые, 
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при А < Тони распадаются на две простые замкнутые кривые, которые при 
А 0 стягиваются к точкам +1. При A= 1 имеем лемнискату Бернулли; 
уравнение ее в полярных координатах г” = 208 2y. 


2) Лемнискаты с фокусами в точках 2; И 22, Где 21, 22 — корни уравнения 


[22 — 21| 


2 +az+6= 0. Лемнискаты состоят из одной линии, если Л > ap 


и из двух, если Л < yp eel tee A= Е имеем лемнискату Бер- 
а 22 


нулли с двойной точкой 
1 
1.40. 1) [2 вах = (м а? +4 + a), rapt в (У а” + 4— a); 
1 1 
2) [elmax = 5 (Ма + 4[b] +4), [zfmin = 5 (У а? +4 — а). 


1.41. Спираль Архимеда r= ф. 
1.42. Логарифмическая спираль г = е”. 


1.43. Пл; 2) =, 3) 2m; 4) т; 5) 0. 
т P+y an 
1.44. f= = fs _ | 
6 ии’ | Pry? ars учи! *— я 


1.45. (1/2,0,1/2), (—1/2,0,-1/2), (0,1/2,1/2), (V2/4, и, 1/2) 
Все четыре точки лежат на экваторе, долготы их соответственно рав- 
ны 0, 7, 7/2, —п/4 (долгота отсчитывается от начального меридиана, лежа- 
wero в плоскости &, С). 

1.46. Окружность радиуса tg (6/2 + 7/4) с центром в точке 2 = 0. “Юж- 
ному” полюсу соответствует начало координат, “северному” — бесконечно 
удаленная точка. 

1.47. 1) Полумеридианы с долготой а; 2) параллели с широтой В = 
= 2агсёвт — п/2. 

1.48. 1) Диаметрально противоположные точки на одной параллели; 

2) точки, взаимно симметричные относительно начального меридиана 
(т. е. с отличающимися по знаку долготами); 


3) точки, взаимно симметричные относительно плоскости экватора (т.е. 
с одинаковой долготой и с широтами, отличающимися знаком). 

1.49. 2-2 =-1. 

1.50. При повороте сферы на 180° вокруг диаметра, параллельного 
действительной оси 2-плоскости. 

1.51. 1) Восточное полушарие; 2) западное полушарие; 

3) полушарие —л/2 < а < 1/2; (a — долгота); 

4) полушарие 1/2 < lal < т; 

5) южное полушарие; 6) северное полушарие. 

1.52. Семейство окружностей, касающихся друг друга в “северном по- 
люсе” (полюс проекций); прямой, проходящей через начало координат, со- 
ответствует большая окружность, а прямой, ей параллельной и отстоящей 


от начала координат на расстояние 4, — окружность, лежащая в плоскости, 
наклоненной под углом arctg А к меридиональной плоскости. 


1.53. Прямым соответствуют окружности, проходящие через “север- 


м” 


ный полюс. 


р 
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|z — al 1 
1.56. k(z,a) = ee; f(z, 00) = — 
( Vit jz? v1 + fal? ay vit lz? 
= yA 2 
1.57. Окружность Аполлония ЕН = ЕН в частности, пря- 
2- 22 V1 + |222 


мая |2 — 21| = |2 — 22|, если |21| = |22|, и окружность | = | = \/1-+ |212, 
если 22 = 0. = | | , 
1.59. 1, eT? etl? enn? M2074 Jf2e—™ УЗез”" 4, МЗе-3”"4, 


1.60. +i; (—1)* 
1.61. e?, 1; е?, —3; e°, 4-2n; е%*, ж-4; a, ф-т, если ф > 0, 


: _В 
и ф-т, если ф< 0; 1, -ф, если [yl < т, ит, если |p| = 7; 2sin = 5 -; 
= 
НЯ, если о + ли ar aS, еслиа +В > лм. 
. п+Их пт . m+ lz. nz 
sin ~———— cos — sin ~—__—— sin — SOE sin? nx 
1.62. 1) 2____2.; 9) 2___2 3) "4 =; 
sin = sin 5 2sin rT sin z 
. (nt lc Nz (ПИ: . nz 
sin —— C08 — cos ———— sin — 
5) ee если п — нечетное число; ой, 
cos — cos 2 
если п — четное число. 
si Wisely ea 
mm 
1.63. 1) —2— cos (a+); 2) 2 sin (a+ 28), 
sin — и sin — 
2 2 


1.67. 1) sinz = sin(z + iy) =singchy+icoszshy, 
|sin z| = \/sh2y4 sin’ z; 
2) cosz = cosxchy —isinashy, |cosz| = /sh?y + cos? a; 
sin 2х + ish 2y | _ vsin* 25 +3622. 
НУ: ЕЕ ЕЕ. 


3) 182 г ’ | 2 
cos 2x + ch 2y cos 25 + ch 2y 


4) shz =shxcosy +ichasiny, |shz| = /sh2a + sin’ у; 
5) chz =checosy+ishzsiny, [chz| = /sh? a + cos? у; 
sh 2x + isin 2y neh Vv sh? 2x + sin? 2y_ 


6) thz= , 
ch 2х + cos 2y ch 2x + cos 2y 
1.68. 1) cos2ch1l—isin2sh1; 2) 1362; 3) sin 4 —ish2 4) 8+ 154, 
2(cos? 2 + sh 1) 17 
ig) ee OE. gee 
ch 4 — cos 2 41 


1.69. Ime’? = 0, если Imz = Ал; Ree* = 0, если Imz = (2k + 1)7/2; 
Im cos z = 0, если Rez = km или Imz = 0; Ве cosz = 2, если Rez = (2k+ 
+1)т/2; Im sinz = 0, если Rez = (26 +1)л/2 или Imz = 0; Re sinz = 0, 
если Rez = kn; Imtgz = 0, если Imz = 0; Retgz = 0, если Rez = Ёл/2; 
Im ch z = 0, если Imz=ka или Rez = 0; Rechz=0, если Imz = (2k + 1)x/2; 
Imcth 2 = 0, если Imz = Ал/2; Recthz = 0, если Rez = 0. Везде К — целое 
число (k = 0, +1, -Е2,...). 


kr 


п п kr 
1.70. По, 2)Imz= 5+ : 


gz. 
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1.71. 1) In4+2kmi, (2k +1)mi, mi; 2) (+ ть т; 3) (2 + 1) 


4) . In13 + (2k Sadie >), : 113+ [2 4 рт aretg > : 
1.72. Множество значений 2 Ln 2 составляет лишь часть множества зна- 
чений In (z”) (см. [1, ra. Ш, п. 19]. 


1.73. 1) 4a; 2) —2т; 3) 0; 4) 4л. 

1.74. 1) cos(2kV2 п) + isin(2kV2 т); 

2) 2\ [оз (2k + 1)rV2 + isin (2k + 1)7 2]; 

3) e**™(cosIn2+isinIn2); 4) e*™; 5) e@-1/27, 6) т 


бе А [cos (ins — arctg =) + isin (ins — arctg =). : 


8) She ee Gees [655 (in 5 — arctg =) +isin (ins — arctg 5) ; 


Везде k — целое число (k = 0, +1, +2,...). 

1.76. Множества значений а” и (a)? совпадают между собой, но не 
совпадают, вообще говоря, с множеством значений (а?)“; общий случай, 
когда показатель степени 2 заменен произвольным комплексным показате- 
лем В, рассмотрен в [1, гл. ПТ, п. 20]. 


1.80. 1) Im Arccos z = Im Arcsin 2 = 0, если z — действительное число и 
2| <1; Па Агсёе 2 = 0, если 2 — действительное число; 

а ? 5 ? ? 

2) Re Arsh z = 0, если z — чисто мнимое число и |2| <1 


1.81. 1) 5 +2Ат, a +281; 2) тт; 3) 28 Ив (2+ v3); 
4) abe —iln(/2— 1), (2k + De а 1); 

5) = = [arctg 5 + (2k + Vr] +1 + =In5; 

6) In (V5 + 2) + + (oma) nis 7) ins + [5 arctg 2+ (k+5)n]i. 
Всюду k — целое число (= 0, ЕЕ"). 


1.82. 1) z= 4 + 2ka — iln(¥2 + 1); 2) z= такт — itn SMT, 

3) 2= 2+ 2km — Тиз 9" ahem и SEF, 

4) z= 2kri; 5) 2 = —In24 (2k + 1)at; 

6) = (2h+ 5)nius = в (2k - 5) mi. 

Всюду К — целое число. 

| Е 2+1 4k+1 

1.83. 1) z =ka(1 41); акт ия = SEW, 3) = 

n= тот. Beioay k — целое число. 


1.95. Сходится абсолютно. 1.96. Сходится абсолютно. 
1.97. Расходится. 1.98. Сходится неабсолютно. 


1.99. Сходится неабсолютно при ф 52 2Кт (К = 0, =1, =2, ...), расходится 
при ф = 2Ёт. ь 
1.100. Сходится абсолютно. 1.101. Расходится. 


peices 
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1.102. Сходится абсолютно. 1.103. Расходится. 

1.104. Сходится абсолютно. 

1.105. 1) z=Onz=2; 

2) 2=0, == 1/т, = /п — (тип — любые целые числа); 

3) все точки плоскости; 4) все точки круга |2| < 1. 

1.107. 2) Когда lira Zn равен 0 или со. 

1.109. Отрезок прямой: х =1, -2<y <0. 1.110. Парабола у = 2”. 

1.111. Дважды пробегаемая правая половина параболы у = 2°. 

1.112. Левая полуокружность радиуса а с центром в точке 2 = 0. 

1.113. Ветвь гиперболы у = 1/т, лежащая в третьем квадранте. 

1.114. 1) Верхняя полуокружность радиуса 1 с центром в точке z = 0; 

2) четверть окружности радиуса 1 с центром в точке z = 0, лежащая в 
первом квадранте. 

1.115. 1) Циклоида: х = a(t — sint), у=а(1 —cost); 

2) первая (считая от начала координат) дуга удлиненной (а < 5), укоро- 


ченной (а > 65) или обыкновенной (а = 6) циклоиды: x = at — bsint, 
у=а-5с05&. 


1.116. 1) Образами прямых х = С являются при С # 0 параболы и = 
= C? - 5*/(4С*), при С = 0 полуось v = 0, и < 0; образами прямых у = С 
являются при С 52 0 параболы и = v?/(4C7) — С?, при С = 0 полуось v = 0, 
u > 0; образом прямой у = х является полуось и = 0, v > 0; образами 
окружностей |2| = В являются окружности |w| = В?; образами лучей arg 2 = 
= а — лучи arg w = 2а; взаимно однозначно отображаются прямые 5 = С, 
у = С при С #2 0 и лучи argz =a; 


2) прообразами прямых и = С'’являются гиперболы 2? — у’ = С (при 
С =0 — пара прямых), прообразами прямых v = С — гиперболы zy = С/2 
(при С = 0 — пара прямых). 


1.117. 1) Образами прямых х = С являются окружности и? + ?-и/С = 
= 0, при С =0 — ось и = 0; образами прямых у = С являются окружности 


w+? tv/C = 0, при С =0 — ось v = 0; образами окружностей |2| = 
= В являются окружности |w| = 1/R; образами лучей агвл = а являются 
лучи arg 2 = —а; образом окружности |2 — 1| = 1 является прямая и = 1/2; 


2) прообразами прямых u = С являются окружности 2 + у? — х/С =0, 
при С = 0 — ось х = 0; прообразами прямых у = С являются окружности 


ety + 4 =0, mpa =0 — ocr y=0. 


1.118. Функция w = z+ 1/2 отображает окружности |z| = Е 2 1 ua эл- 
2 
и v 
AMICI (ВЕНЕ + (R-1/RP 
= 0, —2 <u <2; функция w = 2 — 1/2 отображает окружности |2| = RK F# 1 
2 a2 
(Е -1/R)? i (R+1/R)? 
30K и =0, —2 Cv <2. 


= 1, а окружность |2| = 1 на отрезок v = 


Ha эллипсы = Га окружность |2| = 1 на отре- 


14 Л.И. Волковыский и др. 
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1.119. Прообразом семейства u = С является семейство т(5? + у? +1) = 


ла 
co) 
ss 
4 
а. 


ms 
AS 
aula, 


we 
ae, 
Ki 
SS 
cS 


setae 


Puc. 59 


= C(x? + y’); прообразом семейства v = C’ — семейство y(z? + у? — 1) = 
= C(x? + у’) (рис. 59). 

1.120. В луч, идущий по отрицательной части действительной оси из 
точки w = —1/4 в точку w = со. 


1.121. 1) Окружности р = еС, лучи 6 = С, спираль р = ед; 


2) линии у = е* + 2л. 

1.122. 1) Семейство прямых х = С преобразуется в семейство vu? = 
= —4а*(и — a? + 1/4) ( параболы с фокусом в точке w = —1/4, а=С+1/2), 
в которое входит также луч, идущий из точки w = —1/4 по отрицательной 
части действительной оси (а = 0); семейство у = C преобразуется в семей- 
ство софокусных парабол 9? = 4С” (и-+ С* + 1/4) в которое входит также 


луч, идущий из точки w = —1/4 по действительной оси в положительную 
сторону; 

2) семейство х = С преобразуется в семейство окружностей Аполло- 
ния относительно точек w = —1 H w =1 (включающее и мнимую ось); 


уравнение семейства окружностей Аполлония: (и — а)? и =a? — 1; lal >1 
(а = cth2C); семейство у = С преобразуется в пучок дуг окружностей с 


концами в точках w= —1 uw = 1, включающий и соответствующие части 
действительной оси; уравнение пучка окружностей: и? + (v +b)? =1+ 6 
(6 = ctg 2C); 

3) семейство « = С преобразуется в семейство спиралей р = 


2 2 2 
=еб 9/40") причем оси х = 0 соответствует отрезок 9 = 0, 0 <р< 1; ce- 
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2 = „ 07 /(4C7)-C? 
мейство у = С преобразуется в семейство спиралей p =e ‚ причем 
оси у = 0 соответствует луч 6 = 0, 1 < p< со. 

1.123. Прямым у = С соответствуют линии и = д + е* с С, u=C+ 
+e7sinC, отрезкам прямых « = С — дуги линий и = С + еб cosy, v = 
= у+еб эту. 

1.124. 1) Семейству |w| = R соответствуют окружности г = созф/ш В 
(Е 7 1) и мнимая ось (Е = 1); каждому лучу arg w = а соответствует се- 
мейство окружностей r = sin yp/(Qka — а); при a = 0 в это семейство входит 
действительная ось (при k = 0); 

) 2) гиперболы 2” — у’ = шВи 2xy = a + kn. 

1.126. Только f(z) = zRez/|z| (f(0) = 0). 

1.127. 1) 2) Непрерывны, но не равномерно. 1.128. 2) Нет; 3) да. 

1.132. 1) c=1,b= -a; f(z)=(Q-a@i)z; 2)a=b=-1; Ка) =е”. 

1.133. Функция аналитическая при 0 < argz < 7/4, п < argz < 57/4 
(f(z) = 22} и при 2/2 < argz < 3/4, 3/2 < ава < 7т/А (f(z) = -2)). 

Tish es Se о 

Or Ody’ AY Or 

1.155. 1) Нет, если и # const; 2) f(u) =аи +6. 

1.156. |1 (2)| — функция не гармоническая, arg f(z) и ш|/(=)| — гар- 
монические. 


2 2 
1.157. Aue 22 1ди 10u 


Or? or Or page toes ee 
1.158. ЕщЕ P= a" ~ y", Ge = Wy; ps =" — Bay”, gs ЕЗу фу; 
py = at — бу, qa = 42) — 4ry’; pn = г” Cosny, gn = г” sin ny. 


1.159. v(x, y) = 2ryt+y4+C. 1.160. v(z,y) = — = 5+С 
ety 
1.161. a) v(z,y) =argz+C; 6) (ху) = argz+2ma+C. 
1.162. a) v(z,y) = argz—arg(z—-1)+2mx+C; 6) v(z,y) = argz— 
—arg(z~—1)4+C; в) v(x, у) =argz—arg(z-1) + 2max+C. 


1.163. a) v(z,y) = SO ax arg (z — 2%) + In У `тьак +C; 


k=1 k=l 


6) v(z,y)= Soa arg (2 — 2) + 2am У`ак +C (cca So on =0, To функ- 


hel k=l k=] 
ция (т, у) в рассматриваемой области однозначна). 


1.164. 1) Существует; 2) существует; 3) не существует. 

1.165. f(z) = 2° 4 (5 —i)z -i/z + Ci. 

1.166. f(z) = ze* + 2icosz + 2 —iz4+ Ci. 

1.167. f(z) =1/(2z)+i2 +314+C. 

1.168. f(z) = 2ilnz ~(2—i)z+C. Всюду С’ — произвольная действи- 
тельная постоянная. 

1.169. и = Ст + Оо. 

1.170. и = СКах + by) + С2. 1.171. и = Cyarctg (у/т) + Co. 

1.172. и = Оху +02. 1.173. и = Си (1' +7) + С.. 


1.174. w= + Ce 1.175. и = С: \/2-+ fz? t+y? +r. 
ety 


14* 
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1.176. Не существует. 1.177. f(z) = ei z7e’. 

1.178. f(z) = ее". 1.179. f(z) = Ae? ”. 

1.180. f(z) = Aze” (a — произвольная действительная постоянная, А — 
произвольная положительная постоянная). Hy 


1.182. az +A, iaz+A, Ae*”, Aet?. 1.183. iaz +A, az +A, Ле", Ale. 

1.184. ailnz+A, alnz+A, Ле" №2, rer, 

1.185. alnz + Л, ailnz +A, Aet™*, Aer 2, 

1.186. a/z+A, ai/z+A, rAe*/*, Ae/* (а — произвольная действитель- 
ная постоянная, А — произвольная комплексная постоянная). 

1.187. Ina w= 27:1) 0=0,k=2; 2) 9=л,А=1/2; 3) 9=п/4, k = 22; 
4) 0 =m — arctg (4/3), k = 10. 

Для ш = 2: 1) 9=0,k =3; 2) 9=0, К =3/16; 3) B= 7/2, k = 6; 
4) 9 = —2arctg (4/3), & = 75. 

1.188. 1) Сжатие при |2| < 1/2, растяжение при |2| > 1/2; 

2) сжатие при |2 + 1| < 1/2, растяжение при |2 + 1| > 1/2; 

3) сжатие при |2| > 1, растяжение при |2| < 1; 

4) сжатие при Rez < 0, растяжение при Rez > 0; 

5) сжатие при [2 — 1| > 1, растяжение при [2 — |< 1. 


1.189. 5 = ДГ вау, L = села 
G I 


1.190. /2(e?7 ~1). 1.191. 2e?(e? — 1). 

1.192. Областью D является кольцо е < [wl < е”. Формулу из зада- 
чи 1.189 применять нельзя, так как отображение не является взаимно од- 
нозначным. 


Глава П 
2.1. ш= (1+9(1 -2). 2.2. ш= (24+i)24+1-31. 
2.3. 1) 2 =-1+3.9=0, Е=2, ш+1-3#= 2(2+1- 38); 
2) 2 = 24%, 0=5,k=1,w— 2-2 =: 2-2; 


3) конечной неподвижной точки нет; 
4) если а = 1, то конечной неподвижной точки нет; если а # 1, то 


WI - а21 Wy — AZ) W1— az} 
zy = ———, 0 = arga, К = Ja}, w - ——— = a|z— ———— }; 
1-а 1-а 1-а 
5) если а = 1, то конечной неподвижной точки нет; если а 7 1, то 
b b b 
2 = —,v=arga,k=la w~ = a(2~ . 
1-а’ 8% lal, 1-а l-a 


2.4.1)w=az+b; 2)w=-az+6; 3)w=-i(az+b); 4) w=azt+ bi. 

Везде а и $ — действительные числа и а > 0. 

2.5.1] ш=ё-+ИЫ или ш=-—#+1+9; 2)w=z2+bumw=—z—-it+b; 

3) ш==+6(1 +9) или ш = —-z+146(147%). 

Всюду b — действительное число. Друг другу соответствовать могут 
точки, лежащие или на прямой, параллельной границам полосы, или на па- 
раллельных прямых, симметричных относительно средней линии полосы. 
Отображение не определяется однозначно, если соответственные точки ле- 
жат на средней линии полосы. 


~ 


unico teeter in sory etn 
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2.6. 1) w= aoe 2) water’ +5 лав, 
ah 2 . 
4) w= VIER иные ( ie 6). 


52 — в 
2.7. ш =е"@ Кл + wo. 
2.8. 1) Семейство прямых и = 1/а, параллельных мнимой оси (не вклю- 
чающее самое мнимую ось); 
2) семейство прямых v = —1/b, параллельных действительной оси (не 
` включающее самое действительную ось); 
3) семейство окружностей 6 (и? + 0”) +и-+и = 0, касающихся в начале 
координат прямой v = —u (включающее и самое эту прямую); 
4) пучок прямых v = —ku; 
5) пучок окружностей, проходящих через начало координат и через точ- 
ку wo = 1/2 (в этот пучок входит также прямая, проходящая через точки 
=0иш =}; 
53 
vt. 
2.9. 1) В семейства окружностей, касающихся в точке и = A прямых, 
соответственно параллельных мнимой и действительной осям (включая и 
сами эти прямые); уравнения этих семейств: 


(С — во) (и — hi)” + (v — №) - (w— hi) = 0; 
(С = yo)[(u — hi)’ + (v — he)”] — (wv — he) = 0, 
где 20 = X%o+ ту, = ihe; 
2) в семейство окружностей с центром в точке w = h (lw —h| = 1/R) и 
семейство лучей, выходящих из точки w = h (arg (w — В) = —а). 
2.10. 1) Уравнение семейства окружностей Аполлония относительно 
z— 21 


6) циссоида и? = — 


= ». Концы А и В диаметра, лежащего на пря- 


точек 21 И 22: 
2 -— 22 


А<1 Х=1 А>1 


Рис. 60 


мой, проходящей через точки 21 и 22 (рис. 60), делят отрезок 2122 внут- 
ренним и внешним образом в отношении А. Если воспользоваться обо- 
значениями, указанными на рисунке (С — центр окружности с диамет- 
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ром АВ), и обозначить [21 — 22| = 4, то при A < 1 имеют место соотноше- 


Ней Sue r= ane та = ae 
ее а о Tene? 
2—& 
2) дуги окружностей, проходящих через точки 21 И 22: arg 1 = 
2-20 ~~ 


—_ 


7 В = 9. Дуги, соответствующие 

Y @) значениям 9 =аибд=л-а, 

» дополняют друг друга до пол- 
WY e _- Ной окружности; 


GY WH yen 3) полярной сетке соот- 


о о 


А | = Row op- 


2—2 


ху 2, Аполлония | - 


@ 


oot Re, 
COAL 


B 


Рис. 61 
z-2 
тогональных к ним дуг arg Sk 8 (ecau 9 > 0, то дуга расположена спра- 
2— 22 


ва от направления 2128; если 6 < 0, — то слева); 

4) верхнему полукругу соответствует указанный на рис. 61 прямой 
угол. 

2.11. В полукруг [wl < 1, Паш < 0. 

2.12. В область, содержащую точку w = 0 и ограниченную дугами 
окружностей |ш| =Ти |ш + 51/4| = 3/4. 

2.13. В область, полученную из нижней полуплоскости (Imw < 0) уда- 
лением находящейся в этой полуплоскости части круга |ш — 1/2 + 1/2] < 
< \2/2. 

2.14. 1) В область, ограниченную прямой Rew = 1 и касающейся ее 
окружностью |w — 1/2] = 1/2; 

2) в область, ограниченную касающимися друг друга окружностями 
jw — 1/2] = 1/2 и |w — 3/4] = 1/4. 

2.15. В двусвязную область, граница которой состоит из прямой Rew = 
= 1/2 и окружности |ш — 3/4| = 2/3. 


2.16.1) w= ЕТ или w = 5+ hi 2) w = (2-1)+ 


ы dy dz . di(z — 42) 
+h = -,(2 = 1) fhe awe Че, 
$ или w а: +1+hi dw he a) 


Глава П 215 


2i(z +1) 2) w= @+202+6-# 


ре. 
Е ЧЕ 52-9 
Е о: а 
и ЕЕ gee и 
(1+ 2)= 3+1 +1 2 
(АЗ 2+1 2(1 —4i) -2а-8) 
2.19. 1 = a re A 
rs er ee oie ea, 
а 23-9 -(+д 
(@+aa—2) 
2.20. ш = ad — = верхняя полуплоскость переходит в единичный круг. 
12 — 
2.21.1 ш = a где a, Ь, с, 4 — действительные числа и ad — bc > 0; 
2) ш= at где а, 6, с, d — действительные числа и ad — bc < 0; 
гл 
3) ш= ice, где а, 6, с, 4 — действительные числа и ad — bc < 0. 
Cz 
2.22.1) w=2/(2-—2); 2) w = —2(2z4+1)/{z — 2). 
2.23. ш= а >. образом верхнего полукруга является угол и > 0, и< 0. 


2 

2.24. 1) (2+1)/5; 2) 9/2 +i. 

2.25. 1) [2| = 2; 2) прямая x = 1/2; 3) |z — 2/4] = 1/4; 4) сто + yy = 1/2; 

5) jz — zo] = /lzol? — 1 (т. е. эта окружность симметрична сама себе 
относительно единичной окружности); 

6) (2? + у’)? - (2” — y’) =0 (лемниската); 

7) криволинейный треугольник с вершинами в точках 1/21, 1/22, 1/23, 
сторонами которого являются дуги окружностей, проходящих через пару 
вершин и точку 2 = 0 (одна из дуг может оказаться отрезком прямой). 

(и-я/2) 

2.27. 1) (2) =а+2атв (2-28); 2) w'(B) = = = 

3) если b > 2, то вся полуплоскость сжимается; если b < 2, то рас- 
тягивается область, лежащая внутри круга |2 — В8| < V2b. (Окружность 
|2 — B| = V2b называется изометрической.) 


т. pane, a2 = ; 
2.28. l)hw=2 '. 2) ш=1- ‘ 3) w = ell /240) 2 ~ (a + bi) 
z+1 z+2i z—(a— i) 
2-1 — 2 = 
Dag din ee ees BRO ee. и 
z+ 242i 2-2—4i 
2.32. w= кет миаз 1 где К > 0. Лучам, выходящим из точки 


2—2: 
w = 0 в полуплоскости Rew > 0, соответствуют в 2-плоскости дуги окруж- 
ностей, лежащие внутри круга |2| < Ё и проходящие через точки 21 и 22; 
лежащим в полуплоскости Rew > 0 полуокружностям с центром в точке 
w = 0 соответствуют находящиеся внутри круга |2| < 1 дуги окружностей 
Аполлония относительно точек 21 и 2. 


23 в, 

22 — 22 2|Im 22| 
а о" 
w—b z-@ w-a z2-@ 


Е sing — Asin? 
2. .1 9 = a ep ES pares — 2 $ тен траки 
36. 1) (vy) =a — p+ arg (е а) =а-ф+ В cos — Асов ^ 


а = Ле". 
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2) w'(0) = п вре, ив) = 2. / 


=a)?” я 
3) Если а # 0, то растягивается область, лежащая внуТри круга 
|2 — 1/а| < \/1/|аР? —1, а сжимается область, лежащая вне этого круга. 


(Окружность |2 - 1/а| = \/1/|а|? —1 изометрическая.) Если a = 0, то 
jw’ (z)| = 1. 


= 1+ [al dw 1 —|[a] 
4) max | — = : 
dz — [а ae dz 1+ |a| 
ы 1 _ 242 +1. Е @ 
2.37.1) ш= 2 =-iz; 4 ее eee 
) 2 52) ante yay ye — aw 1- az 
2.38. Ry? ее, 2% 2.39. wa. 2.40. о. 
Е — bw Riaz z4+2 z+2— 21 
—b а 2-4 z-a 
2.41.1) ш= ее т, 9) OO? шее о 
poe R? = Gz’ ) he OR az! = 2 — az 
где a — действительное число и |а| < В. 
2.42, ПТ не 2 pe yan —arg 2, 
l-aw 1— Zz 1 — 2129 


= [22 — 21] 
|1 — 2122| + /а — fal?) - [20[2) 
а 1+1 - a? —21-У1-@ 


2.43. Ш =: ; 
(1 — М1 - а?)2 -а р а 
+2- \3 . 2-243 
2.46.1)w=2z; 2) ш= ТТУ, 3g)wHi- 
а. р 1+ (2 — V3)z ye ИЕ 


2.49. Окружности, проходящие через точку 20 и имеющие в этой точке 
касательную, определяемую вектором h. 
(R—ki)z - R? 
z-(R+ki) ’ 
К = со следует положить w = 2). 


2.50. w= где k — действительное число, К 50 (при 


А 
2.55. Если [а| < sin 5, то преобразование эллиптическое. Если обозна- 


А ; — | ыы А 
Е la| и 55а, = etlatar/2 te 5, Sys gilatr/2 ote о, tg = 
К =. = 
= tg ~ cos В, то преобразование можно записать в виде Е а 
2 № — 22 2-22 


. А 
Если |а| = sin 5, то преобразование параболическое и имеет вид 
Ш — 20 


1 ь i А . А 

о + Ао, где ло = е@+^/2-2/2) b= te 3 Если |a| > sin 377° преобразо- 
А : ; = 

вание гиперболическое. Если обозначить: sin р = jal sin 0, z = е®+^/2-т+8), 

_ cos(A/2) + Да — sin?(A/2) 


cos(\/2) — Ла — sin2(A/2)’ 


w-2 оо 
2.56. Г = 2arctg (a/h); Г = 2a/h +O[(a/h)*] при малом a/h; T = 2 — 
—2h/a+O[(h/a)*] при малом h/a. 


TO преобразование запишется в виде 
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2.57. Г=у+2агсьр —2 РТ = 2arctg (Fete т); Г<-, если xp < 0, 
1 — xp с0$ у 1-1 ~ 2 


ul > 7, если хо > 0. 
2.61. 1) w=—20/2z; 2) w= —(2iz +1424). 


-У-В®, A 2 
2.63. w = = ee? р=- + (*) —1 
zt+vVh? — R? R R 
а ee 
4z+3 oe 4z a 
2.65. w= e или w = 22 ta p= es 
32 3 
z— 2} Z— 2h 
2.66. w= ; или w= A +, где А — произвольное комплексное 
ne’ 2—2} 
число, 21 = 21+ а 21) waa we A}: d= |22 — zl, 


ш = agi +0 = 13 — М - (п-т - (rs - г), 


г 


1,2 2 2 2 2142 — (m т)? |. 
= Gre — 93 t+ /[d? = (ni +2) (ri 2); 


~) = eee 


или — 
"( Г (а- тг — из) (И ~ и) 


2.67.1) и=2; 2) и=5+2\6. 

2.69. Группа будет конечной, если а соизмеримо с 7. 

2.71. Фундаментальные области (один из возможных их видов) пока- 
заны штриховкой на рис. 62. Эквивалентные граничные стороны соеди- 


1) 2) 3) 


7% 
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нены стрелками. Точки с цифрами — неподвижные точки вращений, вхо- 
дящих в группы (цифра указывает число поворотов). Для последних пяти 
примеров указан параллелограмм двоякопериодической подгруппы; в при- 
мере 7) это квадрат, в примерах 8) и 9) это ромб с углами 120° и 60°. 

Примечание. Можно показать, что с точностью до линейного преоб- 
разования группами 3)-9) исчерпываются группы линейных преобразова- 
ний с одной предельной точкой (так называется предельная точка множес- 
тва эквивалентных между собой точек). 


i ~1 ia —1 — «2—1 
2.72. 1] w=e'%z; 2) eet = ez ; ) = ! = gee 1. 
+1 2+1 w+t 2-1 
ша ig 2-4 
1+ aw L+az° 
2.78. 1) u 2) Построение очевидно; 
3) эквидистантами “прямой” аб (a и В — “бесконечно удаленные” точ- 


ки этой прямой) являются дуги окружностей с концами а, В (они называ- 
ются гиперциклами); 

4) предельными линиями для пучка “параллельных прямых” с общей 
“бесконечно удаленной” точкой а являются окружности, касающиеся (из- 
нутри) единичной окружности в точке а (они называются орициклами). 

2.79. 2) Для построения “прямолинейного” треугольника с углами фт, 
42, фз строим круговой сектор ОАВ с центральным углом A =п- (yi + 
+2 + $3), проводим ‘прямую” АВ, а через точки Аи В — “прямые” под 
углами {2 и дз к АВ пересекающиеся в точке С. ААВС искомый. 


рии Jen find aif 


eS _ ff. _Afzt1\y? 
2.81.1) w= 5; 2 w= awa SE). 


2.82. Область ограничена улиткой Паскаля: и = R(cos y+mcos 2y), v = 
= R(siny + msin2y). Если перенести на- 
чало координат в и-плоскости в точку 
w = ~Rm, то получим уравнение улит- 
ки в обычном виде (в полярной систе- 
ме координат): р = В(1-+ 2т чт 9). При 
т = 0 улитка Паскаля обращается в 
окружность, при т = 1/2 — в кар- 
диоиду с точкой возврата w = —R/2. 
Образами окружностей |2| =г < 1 яв 
ляются также улитки Паскаля, поляр- 
ные уравнения которых легко получают- 
ся при переносе начала координат в точ- 


ку w = —Вт!т?: р = Вт + 2тг с058). 
Образы радиусов окружности argz = 
Рис. 63 = а — параболы, проходящие через на- 


чало координат: m(usin 2a — исоз 2а)* + 
+ В яп а(изщ а — vcosa) = 0. Радиусам a = 0 иа = п соответствуют от- 
резки действительной оси 0 Su < 2(1+т) и Е (т 1) <ч<30. 


2 


2.83. Область ограничена параболой u = —1* и кривой p = 2 cos6/3, 


[6] < 3x/4 (рис. 63). 
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2.84. 1) Область ограничена эпициклоидой: и = R( cos p + au ne), v 


sinny 


= = R(sing + ), имеющей (п — 1) точек возврата, которые являются 


образами точек 2 = "^У/-1; 


cos n . 
2) внешность гипоциклоиды: и=А ( cos ф + ) , v=R ( sin py — 
n 


sinn ie Zz 
- e ‚ имеющей (n+1) точек возврата (образы точек z = "\/-1). 


2.85. 1) |m| < 1/п. Область ограничена удлиненной эпициклоидой (эпит- 
рохоидой), т. е. траекторией точки, находящейся на расстоянии MR от 
центра круга радиуса R/n, катящегося извне по кругу радиуса В(п — 1)/n. 

2) |т| < 1/п. В первом случае внешность единичного круга, а во вто- 
ром случае его внутренность отображаются на внешность “укороченной” 
гипоциклоиды (гипотрохоиды). 

2.86.1)w=2/%; ше 2( 9/4 +1ет/3 24/8 


(УЧ ayer/3 24/3 4 39/4` 
2 2 ВВ з 
2.87. Эш= (==); wa, 3) w= 227 + 3z 2 
2 


к. 222 +3242 
241 9 т" 
2.88. 1) w= Ее 2) ш= Е. 
127 + 22 +1 222 — Biz +2 
2 
2.89. w= (17) £ 
2+1 
zi/a4 Rilo 2 п/а — Ме 2 
2.90. Ба (ее) 2) w= (ит). 
_ \3/2 aK 
2.91. 1) w= -(224-*) | рь=- (2+1), 
25 — УЗ-1 22 - У3З-1 


3) w= (2248-4), 4) w к 5) ш= о 


22 — V3 -i УЗ -1 z— V2(1 +4) 
2.94, w= e241)" а 
2—1 1-2 


2.94. ш= \/(2+1)/(1-=). 2.95. w= \/(2- а) /(2 - 2). 
2.96. w= \/(2+28)/(=- В). 


2.97. ш=е "1/21. 2.98. ш= eli/2)arctg В / №?) pees ane 
z-1 
2.99. = ИМ. 2.100. ш= У +. 


2.1 102. (Set) 
01. ши = =) и 2.102. ш = (5=) ‘ 


ae 1 
2.103. : 
ы и. a 3 
vz+1\? 
2.104. w= ae i При одном выборе ветви \/z эта функция дает 


решение задачи 1), а при другом — 2). 
2.105. w = 2/(1— 2)’. 
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2.106. Окружностям |2| = В (рис. 64) соответствуют софокусные 


Рис. 64 


2 492 


4 
ЕВ + (Е ИВ = 1 (окружности |2| = 1 — отрезок v = 0, 


—1<и< 1); лучам arg z = а соответствуют ветви софокусных гипербол 
2 2 


эллипсы 


uw v 
Soa at (лучу arg 2 =0 — ayyu=0, u 21, лучу argz = п — луч 
v=0,u< —1; лучам arg z = +n/2 — ось и = 0). 

2 


2.107. 1), 2) Внешность эллипса 


4и 4%? 
(R+i/Ry ИЕ (рис. 65, 1), 2); 


4 


1) 


tp, 27 
У 1% 2 13 2 Gy 
РР #2 7 1 


Рис. 65 


3), 4) вся плоскость с разрезом по отрезку [—1,1] (рис. 65, 3), 4)); 


5), 6) вся плоскость с разрезами вдоль лучей (—со, —1 и [1, со), ле- 
жащих на действительной оси; 
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7) нижняя полуплоскость; 8) верхняя полуплоскость; 
9) верхняя полуплоскость; 


и? Av 
10) верхняя половина внутренности эллипса ивр К -ИЕ =1; 
Ра 4 „к 
11) нижняя половина внутренности эллипса в: + ЕТ = 
12) правая половина внутренности эллипса ae + т =1 
| ae (R+1/RP  (R-1/RP 
1 1 
с разрезом вдоль отрезка, р, 5 (R + =): 
и? 12 
13) область между ветвями гиперболы —— — ——— = 
sin’ а cos* @ 
4u? 
2.108. 1) Окружностям |2| = В соответствуют эллипсы + 
) Окру | y (R-1/R? 
2 
Е: = 1 (окружности |2| = 1 — отрезок u = 0, —1 < v < 1), лучам 


2 
ue 


ue — —— = 1 (лучам gy = 0 
sin” @ cos” &@ 

и y = т соответствует ось v = 0, лучу y= 7/2 — лучи = 0, о 21, лучу 
ф=-т/2 — лчи=д о < -1} 


2) окружностям |2|=Д соответствуют эллипсы 


arg 2 = а соответствуют ветви гипербол 


4и? 2. 497 _ 
(R+a/RY2  (R—a2/R)? 
= 1 (окружности |z] = а — отрезок v = 0, —а Зи За), лучам argz =a 


9 
и” vw 


соответствуют ветви гипербол =1 (лучу arg z = 0 — 


acos?a аз? а 
лучи= 0, и за, лучу агр 2 = п — лучи =0, и < —а, лучам arg 2 = т/2 — 
ось и = 0); 

3) семейства софокусных эллипсов и гипербол, получаемые из соответ- 
ствующих семейств для функции Жуковского (см. задачу 2.106) поворотом 
на угол 7 и подобным преобразованием с коэффициентом подобия [c| (центр 
подобия — в начале координат). 

1 


та 
2.109. 1) w= —(2+ V2-2); 2)ш= wet VF=(@=F); в 
с а 
обоих случаях при одном выборе ветви корня получаем отображение на 


внешность единичного круга, а при другом — на его внутренность. 
—b 2_ (q2 — #2 
2.110. w= У) 
ee 
2.111. w = A(z + V2? — (a? — 6?)), где A — произвольное комплексное 
—5 
число; д = . 


Va? +k? — VOR RE 


2.112. Вся плоскость с разрезом по отрезку [- 1, 5 (е + ~)| ‚еслиа > 
а 
> 0; вся плоскость с разрезами по лучам [ — со, ; at 3) и [-1, +00), 
а 
если а < 0. 


1+ (2+1/2)/2 2.114. w= 


аа a 
SON 5/4 —(z4+1/z)/2° 2 
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2 2 2 2 
2.115. ш = 5 (2+ В =). 2.116. w= У@ +1/2?) +(e? +1/a?) 
2 z a z+1/z 


о ee) aa 


1 4a 1 (1-a)? р (1+)? 
2.119. w+ — = ——— Г-н = ; ДЛИН 
Е ат (2+; + w' (0) 5 длина 
т а 
дуги, соответствующей разрезу, равна 2 агссоз ША. она равна п 
y резу, р tap 


IphHa=3- V8. 
1, 2(24+1/z) — (a+ 1/a) + (b+1/d) 
Fe (a + Па) + (6+ 1/6) ; 


и’ (0) = 


ati/atb+1/b. 
длины дуг, соответствующих разрезам, равны а 
4—(a+1/a)+ (b+ 1/6) ВЕ —4 — (а+1/а) + (6+ 1/5) 


2 arccos @+1/)46-+15) › (a+ 1/а) + (6 + 1/6 


2.121. 1) Образом окружности С является дуга окружности с концами 
в точках +1, наклоненная в точке 1 под углом 2а к действительной оси; 


Рис. 66 


внешность данной окружности отображается на всю плоскость с разрезом 
по указанной дуге; 

2) образом окружности С является (рис. 66) замкнутая кривая (профиль 
Жуковского) с точкой возврата w = 1, причем касательная в этой точке об- 
разует с действительной осью угол 2a; дуга окружности с концами +1, о 
которой идет речь в п. 1), содержится в области, ограниченной профилем 
Жуковского; внешность окружности С’ отображается на внешность профи- 
ля Жуковского. 

2.122. 1) Образом окружности С' является замкнутая кривая, состоя- 
щая из двух дуг окружностей с общими концами в точках +1, причем в 
точке 1 касательные к этим дугам образуют с действительной осью уг- 
лы, соответственно равные 2a — ad и 2а + (т — @)d; внешность окружнос- 
ти отображается на внешность области, ограниченной указанными дугами; 


ES 
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образом окружности С” является (рис. 67) 
замкнутая кривая с угловой точкой 
и = 1, причем касательные в этой точ- 
ке наклонены соответственно под углами 
2а —аб и 2а+(п-а)д к действительной 
оси; образ окружности С содержится в 
области, ограниченной образом окружнос- 
ти С’; внешность окружности С’отобража- 
ется на внешность образа этой окружности. 
2) Внутренность окружности С ото- 
бражается на внешность области, ограни- Рис. 67 
ченной дугами окружностей, проходящих 
через точки —1, 1, причем в точке | касательные к этим окружностям 
образуют с действительной осью углы, соответственно равные: а) 2а + 
+ (п а)б, 2а + (2т — а)б, если функция w(z) определена в 2-плоскости с 
разрезом по дуге окружности С, лежащей в нижней полуплоскости; 
6) 2a — ад, 2а — (a + а)д, если разрез, определяющий функцию w(z), про- 
веден по дуге окружности С, лежащей в верхней полуплоскости. 


—1 zet? + ietf/? 
2.123. = (= - ), rae = а, если 0, uy= : 
a дей + ie 18/2 ока. и. 
если В < 0. 
oe 124. Вся плоскость с разрезами по лучам у=0, х < -1/2 un y=0, 
> 1/2. 


2.125. Полуплоскость х > 1/2 с разрезом по отрезку у = 0, 1/2 C2 <1. 
2.126. Вся плоскость с разрезами вдоль лучей у = 0,153 2 <cony=0, 
-—o< xg -t. 


2.127. Угол —п/п < argz < п/п с разрезом по лучуу=0, V/1/4ca< 
< ©. 


2.128. 1) Вся плоскость с разрезами по лучам |w] > wi argw = an 
(1 + 27)2/n 
К =0,1,...п- 10; 2) w= + —__. 
( ji 2) Viz 


2.129. 1) w= V24Ve-1= = +1+V2-1); 
УЕ = vine Views VI~ =). 


2) w= avi 


2.130. 1) ш= (а" +а-")- М” {/ п + 2-4 (т 4 п)? — (a® + а-")?. 


1 1 
Решение. Функция © = 5 (= + =) отображает сектор Ha нижнюю 
z 


; 1 1 
полуплоскость, причем точки @ и ae™*/" переходят в точки +—( a" + — ). 


с — 

о и отобразить ее на 

единичный полукруг (т = p+ \/р? — 1). Функция w = УТ будет искомой. 
2) w= (7/2 $y 1/2) —-2/n ( ;п/? fg 


+ / (7? + 2-"/2)?2 — (а? + а-т/2) 2)", 


Далее, следует сжать полуплоскость (р ыы 
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2.131. w= ao aw ee w= (VP а ИСИ +а) В), 


где а= (Ме -УЙ+0), B= кача) 
2.132. w= a V2+e+ vee 


2.133. w= = (/( (4) ear 
=**) (==) 


4/27 + ctg?— ово 
[t+ ote? S —- [2 tote? 5 


mphb=lw= fa t св? +ctg 5; 


[zi + cte?S + ote 5 i pay ee 140 
oe eh 
2 + ctg?S + bi +? 


Me + 1/2?) + (0 + 1/0) + Va? +1/0?) + (P+ 1/P?) 
Vat + 1/0?) — (22 + 1/2?) 


1 
2.137. w= ————(V М 44-4424 VV + 4- V5). 
V24+V5 


Решение. Функция С = 2” отображает верхнюю полуплоскость с раз- 
резами по отрезкам [0,1 +4, (0, —1 + { на область задачи 2.132, которую и 
отображаем на верхнюю полуплоскость. Найденная функция, в силу прин- 
ципа симметрии, отображает данную в условии область на плоскость с 
разрезом по некоторому отрезку. Остается отобразить внешность этого от- 
резка на внешность единичного круга. 


2.138. w= alle +V/2= ame + (z+ V2F=1)77/% +2] = 
= Hplle+ VFR 1)"/ а) 4 (2 + fa? — Т)-"/ 29. 


Решение. С помощью функции т = С”/®, где = 2 + V2? — 1 — функ- 
ция, обратная по отношению к функции Жуковского, верхняя а за- 
данной области отображается на область |т| > 1, Пат > 0, которая функцией 
Жуковского отображается на верхнюю полуплоскость. Применяя принцип 
симметрии, получаем отображение внутренности правой ветви гиперболы 
на всю плоскость с разрезом по лучу (—09, —1]; эта последняя область легко 
отображается на верхнюю полуплоскость. 

I римечание. Множитель 1/2 не играет роли, так как преобразова- 
ние и’ = kw (К > 0) отображает полуплоскость на себя. 


2.139. w = fe (24+ V2? =D)! - fe (24 у - 1-7/7), где 


В=л-а. 


2.135. Приб <1и = 


при > 1ш = 


2.136. ш = 
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2.140. ш = ее ‚ где c= Уа? +В, a= arctg cs p= 
а 
т 


г. 2arctg (a/b) 


2.141. 1) Область строится следующим образом: кольцо г? < [м| < г? 


разрезается вдоль отрезка г? < u < rz действительной оси, и к нижне- 


му краю разреза приклеивается часть такого же кольца: г? < Jw] < r3, 
0 < argw < 20; если а = т, то второе кольцо — полное и его свободный 
край следует склеить со свободным краем первого кольца (в этом случае 


2 2 

получаем двулистное кольцо т! < | <"); 
2) сли а < 1, то неравенство |2? — 1] < а определяет две области (см. за- 
дачу 1.39), каждая из которых отображается на однолистный круг [ш — 1| < 


< а; если же а > 1, то неравенство |2? — 1| < а определяет одну область, 
которая отображается на двулистный круг |w—1| <а (для того чтобы 
построить этот двулистный круг, достаточно два одинаковых экземпляра 
круга |w — 1| <а разрезать вдоль какого-либо радиуса и склеить нижний 
край разреза 1-го экземпляра с верхним краем разреза 2-го экземпляра, 
а верхний край разреза 1-го экземпляра — с нижним краем разреза 2-го 
экземпляра). 

2.142. 1) Область строится следующим образом: к плоскости w, 
разрезанной вдоль отрезка [-1,1], приклеивается внутренность эллипса 
4u? 4? 

gt 5 
(ЕЕ) (R~1/R) 
чем к нижнему краю разреза плоскости приклеивается верхний край раз- 
реза эллипса, а к верхнему краю разреза плоскости — нижний край разреза 
эллипса; 

2) двулистная область 


= 1, также разрезанного вдоль отрезка [—1, 1], при- 


< В? опреде- 


- | < В? (перавенство 
w+i 


ляет внутренность круга, если В < 1; полуплоскость при R= 1 и внешность 
круга в случае, когда В > 1). Разрез и соответствующие склейки идут вдоль 
линии, соединяющей точку w = 1 с какой-либо граничной точкой области 

т —1 2 

je) <a 

w+ 

2.143. 1) и 2) Поверхность состоит из двух листов плоскости z, раз- 

резанных по отрезку [-1, 1], причем нижний край разреза первого листа 
склеен с верхним краем второго, а верхний край разреза первого листа — 
с нижним краем второго. 


2.144. 1) и 2) Поверхность состоит из двух листов, разрезанных по 
лучам, идущим соответственно из точек —1, 0, $ в бесконечность, например, 
параллельно действительной оси в положительном направлении. Нижние 
края разрезов первого листа склеены с верхними краями соответствующих 
разрезов второго листа, и наоборот. 


2.145. Поверхность состоит из трех листов плоскости Z, разрезанных по 
лучам (—с0, —1] и [1, 00). Вдоль луча (—со, 1] склеивание производится сле- 
дующим образом: верхний край разреза первого листа склеивается с ниж- 
ним краем разреза второго листа, верхний край разреза второго листа — 
с нижним краем разреза третьего листа и верхний край разреза третьего 
листа — с нижним краем разреза первого листа. Вдоль луча [1, со) следует 
склеить: нижний край разреза первого листа с верхним краем разреза вто- 
рого листа, нижний край разреза второго листа — с верхним краем разреза 
третьего листа и нижний край разреза третьего листа — с верхним краем 
разреза первого листа. 


15 Л.И. Волковыский и др. 
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2.146. 1) В полярную сетку р = const, 6 = const; 

2) в спирали р =е-В//* (при k = 0 в лучи 0 =); 

3) в угол а <0 < В (apna =биВ=2т — в плоскость с разрезом по 
положительной части действительной оси); 

4) во всю плоскость с разрезом по спирали р =е 

5) в секторр< 1,0<6 <a (npu a = 2m — вединичный круг с разрезом 
по радиусу о =0,0<и< 1}; 

6) в область p > 1, 0 <6 <а (при а = 2m — во внешность единичного 
круга с разрезом по лучу v = 0, 1 Зи < 00); 

7) в область e® <р< её, у<0<б (npud — 7 = 2a эта область является 
концентрическим кольцом с разрезом по отрезку 6 = 7, e* <р<ей). 

2.147. Угол 0 < arg(z+n) < п/п; полоса 0 <у< т. 

2.148. 1) В прямоугольную декартову сетку и = С, 9 = С; 

2) в прямые; 3) в полосу 0<и<а; 4) в полуполосу и < 0,0 <и<а; 

5) в прямоугольник шт: < и < Inre, О<и< Qa. 

2.149. 5) $ = alth (&/2)|, 1 = alth (т/2)|. 

2.150. 1) Семейство т = С преобразуется в семейство софокусных ги- 


9. 
, 


2 2 
u v в 
пербол с фокусами в точках +1 (5 -—s = 1); семейство у = С — в 
2 A) } 
cos?C' sin“ C 5 5 
м Uv 
семейство софокусных эллипсов с теми же фокусами ( h2G + nom 1); 
ch? sh? 


2) в верхнюю полуплоскость; 3) в четвертый квадрант; 

4) в правую полуплоскость с разрезом по отрезку [0, 1]; 

5) во всю плоскость с разрезами по действительной оси вдоль лучей 
(—oo, —Н] и [1, 00); 2 2 

6) во внутренность эллипса 
[-chh, -Пи [1, ch A]. 

2.151. 1) В полуполосу —л/2 <u < 2/2, v > 0; 

2) в полосу —7/2<u < w/2; 

3) в полуполосу 0<u<7/2,v>0; 4) в полосу —п/2 <и< 0. 

2.152. 1) Семейство x = С преобразуется в семейство софокусных эл- 

и? + ove. — 

ch2?C  sh2C' 
семейство софокусных гипербол с теми же фокусами ( 


U 


hh + cy = 1 с разрезами по отрезкам 


NF семейство у = C — в 
2 2 

me ae = 1); 
cos?Csin* C 

2) во всю плоскость с разрезами по действительной оси вдоль лучей 
(-00, = и [1, 00); 

3) в верхнюю полуплоскость. 

2.153. 1) В полосу -п/2 << л/2; 2) в полуполосу 0 <и<пт/2, и>0. 

2.154. 1) Семейство х = С преобразуется в пучок дуг окружностей с 
концами в точках и = +i, включающий и соответствующие части мни- 
мой оси; уравнение пучка окружностей: (и — а)? +1? =1+а? (a = ctg 2C); 
семейство у = С преобразуется в семейство окружностей Аполлония отно- 
сительно точек w = + (включающее и действительную ось); уравнение се- 
мейства окружностей Аполлония: и? + (и — 5)" = —1, |b] > 1 (b= cth2C); 

2) в верхнюю полуплоскость с разрезом по мнимой оси вдоль отрезка 
Оо к 

3) во всю плоскость с разрезом по мнимой оси вдоль отрезка —1 Зо < 1; 

4) в полукруг [| < 1, Ве > 0; 5) вединичный круг. 


липсов с фокусами в точках +1 ( 
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2.155. 1) Bo всю плоскость с разрезами по действительной оси вдоль 
лучей (—со, —Пи [1, 00); 
2) в правую полуплоскость с разрезом по действительной оси вдоль 
луча [1, 00). 
2.156. ш=:е"1-02/®. 2.157. w=—ch ет. 
2.159. ш = е"&2+2/ 3-2), 2.160. ш = созл(2 + 2)/(22). 
2.161. ш = е"(\=-9//2-1, 
1+ УЗ (2+3). 
2 A(z —i) ’ 
Зе" 2+1/(=—1) 


2.158. ш=е?"#/(#-—?). 


ет(=+1/(2—1) +2-1 
^ етИЕНИЙ- $940" 


2.162. 1) ш=- 2) ш = 


3ш= Lp eterna: 


213% —2rh 
— foam “inh. ery ее 
2.163. 1) w= vem +7"; 2) ш= | ee 


2.164. w= cos mz — cos mh 2.165. w = COSTE COSA 
1+cos7z cos mz + cos tho 


2 
. ш= vVcos2z+ch2h. 2.167.w=, | ce ne 
cos 2z + 1 
2.168. ,/coe2zt 2м 2 169. we Ce 
cos 22 + ch 212 1+ sin(/z) 


1+ соз(4т /=) с05(4* /=) — соз(4т /5) 


2.166 


2.170. =. 2 
с0$(4т /=) — соз(4т /а) с03(4т /2) — cos(4n/a) 
== —2r/B _ p2rifz 
2.172. w = , / <08(27/2) = c0s20/b) оз wa foe 
cos(2n/z) — cos(27/a) e2t/a — edni/z 
О ce | Ce = costa) 
1 —cos(a/z) 


2.175. ш =ich ave, w= tn? Ave (см. примечание к ответу зада- 
а (64 
чи 2.136). 
2.175. w = arcsin =. Решение. Функция зщ z отображает полуполо- 


cha 
cy y>0, —п/2 < т < 7/2 на верхнюю полуплоскость; при этом точки +7 /2 + 
+ ai переходят в точки сва. Отсюда нетрудно получить, что функция 


. sinz 
w = arcsin —— будет отображать указанную полуполосу на себя так, что 


а 
лучам х = +7/2, а З у < co будут соответствовать лучи и = +7/2, 
0 < и < со. Применяя неограниченное число раз принцип симметрии, убеж- 
даемся в том, что найденная функция искомая. 
barcsin(i sh z/ch a) 


2.177. ш= - 
arcsin(1/ch а) 
: Е = —— = 
2.178. w= arcsin(1/ch a) + «/(arcsin(1/ch a))? — (arcsin(sin z/ch a)) 


arcsin(sin z/ch a) 


2.179. w — arcsin(sin z/ch a) — arcsin(sin p/ch a) 
р <= arcsin(sin g/ch a) — arcsin(sin z/ch a) у 


15* 
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2.180. w = arcsine’*. Решение. Функция ¢ = e”* отображает полосу 
0 < < ^/2 на верхнюю полуплоскость, а функция w = агсзш С верхнюю 
полуплоскость — на полуволосу —п/2 < и < п/2, v > 0. Функция ш = 
= arcsine”*, отображающая полосу на полуполосу, переводит лучи х = 0, 
~oo< y <0; т=л/2, —с <у< 0 соответственно в лучи 5 =п/2, 0<у< соо; 
х =-п/2, 0 < у < oo. Применяя неограниченное число раз принцип сим- 
метрии, убеждаемся, что найденная функция осуществляет требуемое 
отображение. 


2.181. 1) Если 6 < 2п — криволинейный прямоугольник: 1 <р<.е", 
0 < 9 <b; если b = 2x — кольцо 1 < p < e* с разрезом по отрезку [1,е“]; 
если b = 2ka (К = 2,3,...) — многолистная область, составленная из k ко- 
ney 1 <p < e*, разрезанных по отрезку [1,e*] и склеенных так, что ниж- 
ний край разреза первого кольца склеен с верхним краем разреза второго 
кольца, нижний край разреза второго кольца — с верхним краем разреза 
третьего кольца и т. д.; если b= 2кл +В (К = 2,3,...,0< 68 < 2m), то к сво- 
бодному нижнему краю последнего кольца построенной поверхности нужно 
приклеить вдоль отрезка [1,е‘] криволинейный прямоугольник 1 <р<е"“, 
0<9< 5; 

2) бесконечнолистная область, состоящая из колец 1 < p < e*, разрезан- 
ных вдоль отрезка [1, е?] и склеенных указанным выше способом; 

3) бесконечнолистная область, составленная из колец 1 < р < е", раз- 
резанных вдоль отрезка [1,е“], занумерованных с помощью целых чисел 
(..., —2, -1, 0, 1, 2, ...) и склеенных так, что нижний край разреза каждого 
кольца склеен с верхним краем разреза кольца с номером на единицу боль- 
шим. Эта область является частью римановой поверхности функции Гл w, 
лежащей над кольцом 1 <р<е". 

2.182. 1) Двулистная область, полученная склеиванием двух правых 
полуплоскостей, каждая из которых разрезана по лучу v = 0, <u < о; 
края разрезов склеиваются крест-накрест, т. е. так, что нижний край 
разреза первого листа склеен с верхним краем разреза второго листа, и 
наоборот; 

2) двулистная область, состоящая из двух плоскостей с разрезами по 
действительной оси вдоль лучей —co < и < —Ти 1 < и < o и склеенных 
крест-накрест вдоль разрезов —со < и < —1. Края разрезов 1 Зи < co 
остаются свободными. 

2.183. Двулистная область, состоящая из двух плоскостей, разрезан- 
ных по мнимой оси вдоль отрезка —1 < v < Ти склеенных так, что левый 
край разреза первого листа склеен с правым краем разреза второго листа. 
Остальные края свободны. 

2.184. Риманова поверхность бесконечнолистна и имеет две логариф- 
мические точки над точками w = 0 и w = oo. Области однолистности в 
2-плоскости, соответствующие листам и-плоскости с разрезами по положи- 
тельной действительной оси, ограничены окружностями 2ka(a? + у’) + y= 
=0 (k = 0, +1, 2, ...). 

2.185. ry) = 00, ro = r3 = 1. Образ круга |2| < г: — вся плоскость с 
выключенной точкой и = —1; образ круга |2| < re (и круга |2| < тз) — 
полуплоскость Веш > —1/2. 

2.186. г: = 1/2; 2) г: = 1/(2а]); 3) м=1. 

2.191. 1) г. = 1/4; 2) r2=1/(4Jal); 3) r2 =2- V3. 

2.192. г: = л, г2 =1. 2.193. тз = 1/2; 2) гз = 1/(2|а|}; 3) з=1. 
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Глава III 
3.3. 1) y= 244, h= 1+1/2; 2) Л = in/2, h= —п/2; 
3) hh =inR?, Ip = -тА°. 
3.4. 1) V5(1 ~i/2); 2) 2; 3) 28 4) 0. 3.5. mi. 3.6. 4/3. 
n+l 
3.7. 1) ae — 1], если п 2 ~1; wi, если п = -1; 
n+1 
2) u 3) 0, если n # —1; 2772, если п = -1. 


3.8. 1) -2(1 — 4); 2) 2(1—4); 3) -2(1 +4); 4-4 5) 44. 
3.9. 1) 2л 2) 2”; 3) 21; 4) 2 Ri. 


20k 
3.10. 1) — ‚ если п # —1; —2n°, если в = ~1; 
n+l 
2) (~1)"#? zl ‚ если п # —1; —2n°, если п = —1. 
n+1 
e2unt oe 
3.11. aes если a # —1; 27, ecan а = —1. 
a 


3.13. 1) jal < 7/2; 2) sinpa 20. 3.27. 1) 7/3; 2) —2/3; 3) 0. 

3.28. Если контур С содержит внутри себя точку 0 и не содержит 1 
и —1 то Г = —2nt; если содержит только одну из точек —1 или Ти не 
содержит точку 0, то Г = mi. Отсюда ясно, что интеграл может принимать 
пять различных значений (—2л&; —71; 0; wi; 21%). 


3.29. 27 —1, еслип> Е 2, елип= 1. 

3.30. л1/2. 3.31. зта/а. 3.32. е*(1+а/?2). 

3.33. 1) 1; 2) -е/2; 3)1-е/2. 3.35. 1) 2/3; 2) 1— 24/3. 
3.40.R=1. 3.41.00. 3.42.0. 3.43. 2. 

3.44.е. 3.45.1. 3.46.1. 3.47.1. 3.48. 1/4. 3.49. 1{е. 
3.50. 1, если |а| < 1; 1/а|, если [а|>1. 3.51.1. 

3.52. 1) Е; 2) R/2; 3) 00; 4) 0; 5) RF; 


6) В, если |zo| <1, u 


г если |20| > 1. 
[20] 
3.53.1) В > пи (г1,г2); 2) В Srirz; 3) В <п/то. 


1+2. 4) n(1 +2). 
1-2 


1 
54.1: 2) — —z): 3) <1 
3.5 а 2) -№ (1-2); 3) 5 in 
3.55. Расходится во всех точках. 


3.56. Сходится (неабсолютно) во всех точках, кроме z = 1. 


3.57. Сходится абсолютно. 
3.58 Сходится (неабсолютно) во всех точках, кроме 2 = —1. 
3.59. Сходится (неабсолютно) во всех точках, кроме точек z = 


= е2®” ИР (k= 0,1,....p—1). 
е ( ? ? »P ) 14iv3 
2 


3.60. Сходится (неабсолютно) BO всех точках, кроме точек z = 
из=-1. 
3.61. Сходится абсолютно. 3.62. Например, c, = (—1)". 
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3.64. Решение. Сначала исследуем сходимость в точке z = 1. Члены 


~1 v7} 
ряда > aa со знаменателями k’, k? +1, ..., (Е +1)? —1 имеют знак 
n=1 
(--1)*; обозначим сумму этих членов через (—1)*o, и докажем, что ох —+ 0 
(ЕК — 2k+1 


монотонно. Имеем 0 < oy < — 0 при k -+ oo. Далее, 


Г к 
разность 
в [| + [а + 
Bee Е +1 (k+i1)j2+1 
1 f | 1 1 
Е Е Е 
(1-1 (+2 -3| (k+2)?-2 (42-1 
1 1 1 1 
>00 
> + [т Я 42-2 (и+2-1” 


Этим доказано, что данный ряд сходится при z= 1. Если |2] = 1, Ho z £1, 
то, согласно указанию, пользуемся признаком сходимости из задачи 1.90 
положив а = (—1)'V"z", b, = 1/п. Первые два условия, очевидно, справед- 
ливы; для доказательства третьего оцениваем Sy: 
Sp =—z-2-At¢ ett. + (-1М 7 = 

1- 25 1-27 21 — 22Р+1 1 
gee ee Se Se ар 
l-z 1—2 i- 20 


где р = [fn] -1. Отсюда |5.| < т. +2р-+3, следовательно, для каж- 
2 


fore = существует такое К, что |S,| < kp < k\/n, и этим доказательство 
завершено. 


© gon gent 
3.67. = о. 3.68. , R= 00. 
Samy = 9 т mare no 
3.69. а jn” Reco. 810. ee ya ee по: 
(nyt Ses ae 


3.71. oS (2 yey aie (2) =1, оное 


(n= 1,2...); Е = fal. 
3.72. vale о. De P33) (2) "|, н=а. 


V2 a 2-4...2n i 
за _ |b 
3.73. > 1) oi R= al 
(2 — 34)" — (24 31)” 
3.74. - a a = Seer ; 
(n-0/3] es 
Cn = У. (~1)™ (ae a R= V13. 
m=0 
со a. 
3.75. S-(-1)"(n-1)2", R=1. 3.76. т =1. 


n=2 
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n 22° se qn 1:3.-(20~1) ond p_ 
3.77. хе 1) Se ‚Е=1. т 1) И" ‚ В=1. 
3.79 В бна)= R=1. 3.80. yes SSS 
ae a apne п!(2п +1)’ °°7 
я д2т+1 
3.81. > арии © 
1 > oe nti (z— 1)" == 
> 1) ин, R= 3. 


3.83. ‘ у CU" 2-1)" + (2-14, R=2. 


1 aa n(n—3)(z—- 1)” oes 
3.84. 7+ > (-1) Sea ee 
n=0 


-1+iv3 Sf 1/3 fade 
ee a \@e-1)", R=1. 
3.86. Seu R=1. 


oO . 1 2 4 
3.87. >` sat taal), — 107", ВЕ. 3.88. 142454... 


в=0 


3.891 3.90.14 Pica Rn И 
| т .90. 2 а 2+... 
33 


22 
За И +. 3.92. а. 


2 4 © 
3.903 Шо. = Шо пп. | 
сы Е и 5 Co 


со + ne + п(п — lee +... + nilen-1 + 2nlen = 1, n 21. 


2 1\ 23 1 ти 
3.94. 2| = (2 5)5 (1 = 5) Е 
ие 


1 1 ГА 
а a 
+ (145+ 5+ +) + 
2 3 
3.95. —4л? +2[ - 21+ й- 29 + (1+; ФЕ 21) = Ч 
zt 
AHS Se +o = 2ni) = +... 
1\ 24 28 
3.96. *- (1 3) (1 1 5)= - 
Е +3) + +3 +5 ; 


1.1 1 \=7” 
«+ (-1)"4! (a м \= a 
+(-1) т + 
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3 5 
a ae ee cae 


5 
п+1 Ly 2+ г 
+ (-1) (1+> ae +5 tet Е 
© n 1 n-1 
3.98 +> [Dal 1 ре 
1 k=1 
2 22k Bop 228 
.102. 1 1-2 АВ=л. 
3.10 р ) (KY! ‚В=т 
= cr | Ш. 
3.103. о 1) о * ‚ В=л; 
22% 2k — 1) Bop, 5? 
1)*- 1 k-1 = 
2) ре ) ert aay 
Be? aCe ~ 1) Box sor т 
3) > 1) k (2k)! R= > 2’ 
— 2) Box 2 
4) 1 1)*- 1 (2% — 2) Box | k 
) +e ) GBI )R= 
n+l = n+l ae 
вая (59) (* a | пзон= 4 ы 
А B-BA 2С —aBB 2 A 
3.105. = А, а=8 5 «ih af 28 ay) | 
@Сп + Ben-1 + 7-2 + den-3 =0 (п = 3, 4, ee) 
ezt/U-#) 
3.111. ее ee (Qn +1- 2). (2) + пт.) =0 (n 2B 1). 
29 gintl 
3.112.z2+2° +7 Street trees +...) [2] <00. 
3.113. 2 ПОВ а Минь, 
к [n(n + 1) -—1-2][n(m +1) —3-4]...[n(n+ Uk Ceo rae Hees 
(2k +1)! 


2 Wm? _ 92 
3.115. 1- wet mm =?) a 


: т т? (т? ~ 22)..[т? — (2n — 2)?] on 
„+ (-1) (и) 2 
а(а + 1)b(b+ 1) 2 
2}e(e + 1) 
а(а + ны +n— 166+ 1)...6+п- 
п!с(с + 1)...(с+п-1) 


3.116. w= F(a,b,e,2)=1+= 2+ 
-с 


wt 


Fev 


1 
) =" [2 < 1. 
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3.117. Решение. Продифференцировав гипергеометрическое урав- 
нение, получаем уравнение, которому удовлетворяет функция © = 


ый F(a,b,c, 2): 
z 2 


. 21-2) S$ + [(e+1) ~ (@+5+3)2]% - (a+ N+ E =0. (1) 


Tak как функция =F(a, b,c,z), будучи производной функции F(a, b,c, z), 
2 


аналитической в точке z = 0, тоже является функцией, аналитической в 
точке z = 0, а всякое решение уравнения (1), аналитическое в точке 2 = 0, 
должно иметь вид KF (a+ 1,6+1,с+1, 2) (см. задачу 3.116), где К — посто- 


янная, TO + F(a,b, 6,2) =kF(a+1,6+1,c+1,z). Положив z = 0, найдем, 
гл 


что К = аб/с. 

3.120. 1) 4; 2) 15; 3) 3. 

3.121. 1) Нулем порядка k + В 

2) нулем, порядок которого не ниже, чем min (k, 1); 

3) нулем порядка k — I, если К > [; правильной точкой, не являющейся 
нулем, если k =I, u особой точкой, если К < I. 

3.122. Точки 2 = +31 — нули 1-го порядка. 

3.123. Точки z = 31 — нули 1-го порядка; бесконечно удаленная точ- 
ка — нуль 2-го порядка. 

3.124. z = 0 — нуль 2-го порядка; 2 = Ки (К = +1, -2,...) — нули 1-го 
порядка. 

3.125. 2 = +2 — нули 3-го порядка; 2 = 26 (К = 0, 1, +2, ...) — нули 
1-го порядка. 

3.126. z =2кл (К = 0, +1, =2,...) — нули 2-го порядка. 

3.127. z = Ел — нули 3-го порядка; все остальные точки вида z = Ап 
(К =0, =2, +3,...) — нули 1-го порядка. 

3.128. 2 =л/4 Е Ал (К =0, +1, -2,...) —нули 1-го порядка. 

3.129. Нулей нет. 

3.130. д= Ал (Е = 0,41, +2, ...) —нули 3-го порядка. 

3.131. 5 = 0 — нуль 2-го порядка; z = Кл (К = 1, 2, ...) — нули 3-го 
порядка. 

3.132. = = 0 — нуль 3-го порядка; z = Ул из = 5 УЕта + iV/3) 
(К = +1, +2,...) — нули 1-го порядка. 


3.133. z= (Qk + 15 (Е =0, +1, 2, ...) — нули 3-го порядка. 


3.134. z= 3/(2k+ 95 Mz ; 3/(2k + 15а 41/3) (k=0, 41,42, ...) — 


нули 1-го порядка. 

3.135. 2 =4 — нуль 3-го порядка для одной из ветвей. 

3.136. Здесь заданы две функции: одна из них имеет нули 2-го порядка 
в точках 2 =26л + п/б, другая — нули 2-го порядка в точках 2 = (2 + {п = 
+л/6 (К = 0,+1,+2,...). 

3.137. Предельной точкой может быть только бесконечно удаленная 
точка. 
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3.138. 1) 2) 13) Не существует; 4) существует (f(z) = 1/(z+1)). 
3.139. 1) Существует (f(z) = 27); 2) не существует. 


3.140. Не противоречит, так как точка z = 1 не принадлежит области 
аналитичности функции. 


со 
3.141. Решение. Из разложения f(z) = » `с»(2 — 20)” следует 
со - Co 


со n=) 

u(z,y) = я dAeal(e — £0) + Ку — yo)]” + 6. [(5 — 20) — Ку- yo)]"}. 
Положив здесь х = та + i2 a y = yo+ и, где С достаточно близко 
к 2, получим (обосновать это) u( — wee ==) = 5 le + f(¢)] и 

i 


заменив С через 2, придем к доказываемому равенству. 
3.143. 2°+24+Ci. 3.144. ze* -i/z+Ci. 3.145. (1+ i)z-314C. 
3.146. sin z — chz + С (С — произвольная действительная постоянная). 


3.153. 2) 2?М. 


Глава IV 
та fz\” м 2 
4.1. -8 >. (=) при |2| < 2; тя при |2| > 2. 
(-1) Sfnt+k—-1\(2z\” С he 
42. ("Ea1 )(E) при ll < lah жх ("= Ney 


при [z| > |al. 


he 1 = a 
4.3. : Е" при |2| < 1; +1)” - 1)” приб< |2 - (< 1; 


n=0 n=0 
СЯ 
—-У` = при |2| > 1 
n=2 2 
1 оо prt — grt Е — а) 
4.4. = > т 2” при |2| < |; — = | при 
п=0 


or-i 


1 со 
0 < |z-al < 6-а]; are 


— ап! 
при |2| > Ml 1 Gin + 
n=0 


а" 
+=) при fal < |z| < |b}. 


п (2+1 n+ 2— рп = 

4.5. +: Се 1) Gao" = р (z — 2)” mpu 0 < |2 - 2| < V5; 

ies 
> Ws sear при 1 < || <2. 
n=0 
i (n + 3)i" (2 — i)” ; 
4.6. Е —. 2. 
4-5 aa +S a при 0 < |z—3% < 2; 


со 
У" == ПРИ М > 1. 


п=1 
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1 с 
— п, 
4.7. +[z ~ 9 (а +5) + >. =| при |2| > |6], где 


во = (1) [ (Jor + (17) (HP Ventas 
+(27,) CP \orra + (2? Jar. 


4.8 И ‚ где 
nel n=0 
(een eae) nk 
Cn = 2° "en (n=1,2,...), co = + Ё as a ee 


oo 
ee при 0 < |2| < ©. 


1 
(n+ 21)" 


1 со 
4.1 3 1)" 2 ee: ie 
0. 2 С Е ae при 0 < [z—1) < 09; | toe =" при 
on уе Ge ') В 
|2| > 1, где cin = 1+ и: Е Е (п = 2,3,...). 


142-11 (—1)* 424 4 


4.11. cos1+ > lige 1)Mz — 2)44-2 © (2k) z — 2) 


0 < [z-2| < o. 


(ПАЧЕК ~ 1) + ИЕН 
(z—1)%-1 


2(=1)" 
(2k +12 — 1)? 


co oO со 
4.13. So enz” +> 6-п2 ", Где сп =C-n = У) Е (п = 0,1, 2,...). 
om hl 


со ео 
4.14. У Gaz” + Е. где 
n=0 n=0 


4.12. #-9+2+> | 


k=] 


|; при 0 < |z—1| < oo. 


1 


1)" >. А О (n = 0,1,2,...). 


Con = C-2n = (- 


при 0 < |z — 1| < o,; 


: пт 

со Sin (: + =”) 

4.15. — aN ЕВЕ 
> т! (2 — 1)" 


cos 1 sin 1 — 2cos1 63111 ~ 5cos1 


— Si Seam 
in 1 aie? aa 


+... при |2] > 1. 
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22" a 
iG та 2" 272-1 где Bo, — числа Бернулли (см. зада- 


со Qn oo 2n 
| т тп 2°" Bon 2 ] 2т-1 
чу 3.100), при 0 < |2| < 2a; = EPs pani + >. ( 1) “Grr + =z 


прил < |z| < 2a. 
= b 
4.17. У` 
n=l 


fea} 
Сп * ie 
4.18. Dag где сок = —i(2"" — + eS 
a 


i при |2| > max (jal, |6}. 


3 1 со п oo 2. 
Ск) = 26-26 (Е = 1,2,...), при |2| > 2; tarctg 5 at - po : ^. где 


k-1 


ы 1 : 1 т 
с-1 = Miarctg >, coe = 2%: | arctg a > Gee, 
m 


А |, С = 2c_3 
фт + Пато | CoRR) 2k 


(k =1,2,...), при 1 < fz] < 2. 

4.19. 1) Да; 2) да; 3) нет (точка z = 1 не является изолированной 
особой точкой); 4) нет; 5) нет; 6) нет; 7) нет; 8) нет (в любом кольце, 
окружающем точку 2 = 0, функция не является непрерывной); 9) нет; 
10) да; 11) да, если а — целое число или нуль; нет во всех остальных 
случаях. 

4.20. 1) Нет; 2) да, разложение допускают обе ветви; 3) нет; 4) да, 
все три ветви допускают разложение; 5) нет; 6) и допуска- 
ют две ветви (из четырех), определяемые условиями \/1 - УТ = +V2; 
7) нет; 8) нет; 9) нет; 10) да, разложение допускают все ar ветвей; 
11) нет; 12), 13) и 14) да, любая из ветвей допускает разложение; 15) нет; 
16) нет; 17) разложение допускают все ветви, кроме двух, определяемых 
значением Arcsin (У2/2) = п/4. 

4.23. z=0, z= £1 — полюсы 1-го порядка, 2 = со — правильная точка 
(нуль 3-го порядка). 

4.24. 2=(1+%)/V2, z= (-1+1)/V2 — полюсы 1-го порядка; z = со — 
правильная точка. 

4.25. z =1 — полюс 2-го порядка; 2 = oo — полюс 3-го порядка. 

4.26. д =0 — полюс 1-го порядка; z = 21 — полюсы 2-го порядка; 
2 = со — правильная точка (нуль 5-го порядка). 

4.27. z = +1 — полюсы 1-го порядка; z = со — существенно особая 
точка. 

4.28. z = со — существенно особая точка. 

4.29. 2 = со — существенно особая точка. 

4.30. z = 26 ла (Е = +1, +2,...) — полюсы 1-го порядка; 2 = со — точка, 
предельная для полюсов. 

4.31. z =0 — полюс 2-го порядка; 2 = 26+ (К = £1, 2, ...} — полюсы 
1-го порядка; z = со — точка, предельная для полюсов. 

4.32. z= (2k + 1)ла (К =0, +1, +2, ...) — полюсы 1-го порядка; 2 = co — 
точка, предельная для полюсов. 
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4.33. z = 0 — полюс 3-го порядка; z = 2kw tiln (2+ V3) (Е = 0, +1, 
+2,...) — полюсы 1-го порядка; 2 = со — точка, предельная для полюсов. 

4.34. 2 = ki (К = 0, +1, £2, ...) — полюсы 1-го порядка; z = 00 — точка, 
предельная для полюсов. 

4.35. z = 0 — существенно особая точка; 2 = со — правильная точка. 

4.36. z = 0 — существенно особая точка; 2 = со — полюс 1-го порядка. 

4.37. 2 = 1 — существенно особая точка; 2 = со — правильная точка. 

4.38. z = 0 — существенно особая точка; Z = со — существенно особая 
точка. 

4.39. г = 1 — существенно особая точка; z = 2клё (k = 0, +1, +2,...) — 
полюсы 1-го порядка; 2 = со — точка, предельная для полюсов. 

4.40. д = Кл (k =0, 1, +2, ...) — полюсы 1-го порядка; 2 = со — точка, 
предельная для полюсов. 

4.41. 5 =0 — полюс 2-го порядка; 2 = со — существенно особая точка. 


4.42. д = (2k+ 1. (k =0,+1,+2,...) — полюсы 1-го порядка; 2 = co — 
точка, предельная длЯ полюсов. 


п 

4.43. д = (2k + > (К =0, 1, 2,...) — полюсы 2-го порядка; 2 = со — 
точка, предельная для полюсов. 

4.44. z = 0 — полюс 3-го порядка; 2 = ke (k = +1,+2,...) — полюсы 
1-го порядка; 2 = co — точка, предельная для полюсов. 

4.45. 2 = кл (Е = +1 -2,...) — полюсы 1-го порядка; 2 = со — точка, 
предельная для полюсов. 

4.46. д= Кл (Е = 0, +1, +2,...) — полюсы 1-го порядка; 2 = со — точка, 
предельная для полюсов. 

4.47. Если а A тп + п/2 (т = 0, 1 52,...}, ro z= п +a uz = (2+ 
+1)a —a (Е =0, 1 =2,...) — простые полюсы; если а = mx + п/2, то при 
т четном z = 2Кт + т/2 и при т нечетном 2 = (26 -+10л-+т/2 являют- 
ся полюсами 2-го порядка; 2 = со во всех случаях точка, предельная для 
полюсов. 

4.48. Если а # тл (т = 0,41, £2,...), то в = 2+1 па (= 0,1, 
+2,...) — полюсы 1-го порядка; если а = тл, то при т нечетном 2 = 2Ёт, a 
при т четном z = (2k + 1)m — полюсы 2-го порядка, 2 = 00 во всех случаях 
точка, предельная для полюсов. 

4.49. z = 1 — существенно особая точка, 2 = со — правильная точка 
(нуль 1-го порядка). 

4.50. 2 = —2 — полюс 2-го порядка; 2 = 2 — существенно особая точка; 
= = со — полюс 3-го порядка. 

4.51, 4.52. z= 1/(Кт) (К = #1, -2,...) — полюсы 1-го порядка; 2 = 0 — 
точка, предельная для полюсов; z = со — полюс 1-го порядка. 

4.53. 2 = 0 — существенно особая точка; z = со — правильная точка 
(нуль 1-го порядка). 

4.54. z =0 — существенно особая точка; z = со — существенно особая 
точка. 

4.55. = = 1/(Кт) (kK = +1, -2,...) — существенно особые точки; z = 0 — 
точка, предельная для существенно особых точек; 2 = со — существенно 
особая точка. 
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4.56. == = Е (К =0, +1, £2, ...) — существенно особые точки; 2 = 


(2k + 1)w 
= 0 — точка, предельная для существенно особых точек; z = со — правиль- 


ная точка. 
4.57. = = 1/(Кп) (Е = +1, +2, ...) — существенно особые точки; z = 0 — 
точка, предельная для существенно особых точек; 2 = со — существенно 


особая точка. 


4.58. 2 = a eee (Е = 0, +1, £2, ...) — существенно особые точки; 2 = 


(2k + 1)a 
=0— точка, предельная для существенно особых точек; z= со — правиль- 
ная точка. 


4.59. Для одной ветви правильная точка, для другой — полюс 1-го по- 
рядка. 


4.60. Для одной ветви полюс 1-го порядка, для остальных пяти ветвей 
правильная точка. 


4.61. Для одной ветви правильная точка, для другой — полюс 2-го по- 
рядка. 


4.62. Для одной ветви правильная точка, для другой — существенно 
особая точка. 


4.63. Для обеих ветвей полюс 1-го порядка. 


2 
4.64. z= (1 + 1/(kr)) — правильная точка для одной ветви и полюс 
1-го порядка для другой; z = 1 — правильная точка для одной ветви и 
неизолированная особая точка, предельная для полюсов, для другой ветви. 


4.65. Каждая из заданных точек — правильная для одной ветви и полюс 
1-го порядка для другой. 


4.66. Правильная точка для одной ветви и существенно особая точка 
для другой. 


4.67. 1) Для всех ветвей полюс 1-го порядка; 


2) для одного бесконечного множества ветвей правильная точка, для 
остального бесконечного множества ветвей полюс 1-го порядка. 


4.68. Для одного бесконечного множества ветвей правильная точка, для 
остального бесконечного множества ветвей существенно особая точка. 


4.69. 1) Точка 2 = со — полюс порядка k = тах (п, т), если n 72 т; если 
же п = т, то z = со — либо полюс порядка k < п, либо правильная точка; 


2) полюс порядка п — т, если п > т, и правильная точка, если п < т; 
если п < т, то 2 = co — нуль порядка m — п; 


3) полюс порядка п + т. 
4.71. Примеры: 1} 27; 2) 1/2? +2; 3) Им -1. 
4.72. 1) “(ая 0) или az+b (a #0); 


-а 
—^ _ (a £0) или ao + 2 +... Наи2” (an #0); 3) a ey 
(za) в 

n+m 
4) Sofas tt onem2™” (ay £0, anim #0); 
(2 = a1)(2 — 02)...(2 ~ On) 


2) 


5) (a, # сы при k #l uw по крайней мере од- 
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п 
но из чисел ат отлично от нуля) или se SO SU eee (an 4 0, 
(2 — ai)(z — a2)...(2 — аа). 
a, # a1 при К #1). 
4.74. 1) 2 — устранимая особая точка; 


2) 20 — полюс порядка п, если ф(2) однолистна в окрестности точки Zp, 
и полюс порядка nm, если ф(2) т-листна в окрестности этой точки; 


3) 22 — существенно особая точка. 


4.75. 1) Точка 24 — полюс порядка п, если ^/’ -— прямолинейный от- 
резок, и правильная точка кратности п, если yy’ — дуга окружности, т. е. 
f(z) - Кл) = (2 - 2g)" ¢(z), где ф(2) аналитична в окрестности точки 2 и 
(26) # 0. Если 2 = oo, то это условие записывается в виде 
f(z) — 1(<о) = 27" g(z), где ф(2) аналитична на со и yoo) # 0; 2) 2 — 
существенно особая точка. 

4.77.1 -1; 20; 3)0; 4)0. 

4.78. 1) Существенно особая точка 2 = со; исключительное значение 0 
(и 00); e* + 0, если х + —сю (е* > со, если x + +00); 

2) существенно особая точка z = 0; исключительное значение 0 (и со); 
е!/* — 0, если z — 0, например, вдоль пути у = 0, 5 <0 (е!/* 3 со при z 0 
вдоль пути у = 0, x > 0); 

3) существенно особая точка 2 = 0; исключительных значений нет (не 
считая со); cos(1/z) 4 со при a =0, у-+ 0; 

4) существенно особая точка 2 = OO; исключительные значения фи —5. 


4.80. гез [{(2)].-: = —1/4; res [[(2)].=-; = 0/4; гез [{(=)].=со = 0. 


4.81. това = бр ван = 
a р (2n)! 
1) п- Пит 


4.82. тез [/(2)]:=0 = 1; гез[{(2)}.=1 = —1/2; гез [f(z)]z<0 = 0. 

4.83. ге [{(2)]:=0 = 0; тез [1(2)]:=1 = 1; res[{(z)]2-00 = —1. 

4.84.res [1(2)].=-1 = 2sin 2; res[f(z)]z<00 = —2sin 2. 

4.85. гез [[(2)].=0 = 1/9; res [$(2)].=з = —1/54(sin 3 — icos 3); 
res ([f(z)].--3: = —1/54(sin3 + icos3); res[f(z)]z=co = 1/27(sin 3 — 3). 

4.86. res [#(=)]. =ов+ут/2 =-1 (k = 0, +1, +2, 3): 

4.87. гез [{#(2)]:=в= = (—1)* (k = 0, +1, +2,...). 

4.88. гез [f(z)]zake = 0 (К = 0, 1, +2,...). 

4.89. тез [Л (2) -ьх = —1 (k = 0,41, 2, ...). 

4.90. 1) res[f(z)]z-2 = res [f(z)]z=00 = 0; 

2) res [f(z)]z=2 = —res[f(z)|z-co = —143/24. 


— 


co 


4.91. res [f(z)].-0 = —res[f(z)]2=00 = м Е 


4.92. гез [{(2)].-о = res{f(z)]z-00 = 0. 
4.93. гез [{(2)].=—1 = —гез [1(2)].=сэ = — ©08 1. 
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4.94. гез [{(2)].=-з = —res[f(z)]z-00 = 


iB со. an Ce. 42ntl 
7 ~sina[ So (Qn — Nant | > (2n)!(an + 5: 
4.95. res[f(2)]e<0 = 1/2; res [f(2)lentkmisa = = (k = +1, +2, ...). 
4.96. res[{f(z)].-0 = 0, если п <0, a также если п > 0 нечетное; 
_7)n/2 
res[f(z)]z<0 = oe если п = 0 или n > 0 — четное; res[f(z)}z-c0 = 
= —res[f(z)]z=0. 
4.97. res[f(z)]e-1/(em) = (5 (k = £1,+2,...); res[f(z)|znco = 
ас 1 
~ x? ke” G 


4.98. res[f(z)],-42n2 = (—1)*2k? a? (Е = 1, 2,...). 
4.99. res[f(z)|2<0 = 0, если п нечетное; 
+122 (22% —1) 

res [1(2)]:=0 = (-1) — бо Bee если п = 2k (k = 0,1,2,...), где 
Bo, — числа Бернулли (см. задачу 3.100); 

res LO (а) = РЕ» (Е =0, +1, 42, ...). 

4.100. 1; —1. 4.101. 0; 2. 

4.102. —2e*"*!, если YI =1и [1 = 26 ле; 0 для ветвей, определяемых 
значением УТ = —1. 

4.103. +(а-— 6)? /8. 


4.104. 1) a— (для всех ветвей); 2) e* — ей (для всех ветвей). 


т IE 1 , 
4.105. 1) 2kai + а +..., если Lnl = 2kni; 
1 1 1 By 

2) et a ee +... (для всех ветвей). 

4.106. гез [{(2)]. = kw, если Arctg0 = Кл; res[f(z)]z-0 = — C+ De, 
если Arctgoo = Gere 

4.107. res[f(z)].-0 = 0, если п > 0, res[f(z)].-0 = Ln 8 если п = —1,u 
res [f(z}]z-0 = —(e"" — B"*1), если п < —2; res[f(z)] 2200 = oer (att? — 
—B"*1), если п > 0; res[f(z)]z-00 = —2kmi, если п = —1 и Lnl = 2kwi, и 
res [f(z)]z<00 = 0, если п < —2. 

4.108. —2сос1. 

, (k-1) 
4.109. 1) Ayla); 2) сло) + FO +. + SE 


4.110.1)n; 2) —n. 4.111. 1) ny(a); 2) —ny(a). 
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4.112. ae 4.113. АВ. 4.114. a 1)* 
’(a) a4 

4.115. —wi/V/2. 4.116. -2ni. 4.117. —п1/121. 

4.118. wi. 4.119. —27i/9. 4.120. 1. 4.121. 0. 


4.122. 2"*\ /(п + 1)!, если п > —1, и 0, если п < -1. 


né_ (6 aos 


| £0) +, _Л(аь)_ 
4.123. 32л1. 4.124.0. 4.125. 23 
i : 9(0) 1 KG ang! (an) 


4.127. 0, если г < 1; +1, ecnu r > 1 (one зависит от выбора ветви 
подынтегральной функции). 


1 1 en/? Qn 
4.128. -\1 2. 4.129. ———.. 4.130. . 4.131. р 
4 + У? 2 m(1 +a) 1+e7 a? —1 
2та (2a + b)x 
4.132. ———__. 4.133. к. 
ee (а +57 
ie a 4.134. ‚ если jal < 1; oe ‚ если |а| > 1; 0 (главное значение), 
= az — 1’ 
если |а| = 1, а # +1 (при а = +] главное значение не о 
1 а? 
4.135. = если [а| <1; и a если |а| > 1; = 2-0 - = (главное 


значение), если [al = 1,a 7 +1 (приа = +1 главное значение не существует). 
4.136. т qi? если п > 0; 0, если n < 0. 
i 4.137. xisigna (при а = 0 главное значение интеграла равно 0). 
4.138. —2nisignIma. 4.140. wat 4.141. л/(4а). 
1.3.5...(2п — 3) п 


4.142. если п > 1; —, если п = 1. 
2-4-6...(2n — 2) 2’ 2? 

4.143. —"__. 4.144. ne ый ag ee) 
ab(a + В) nsin(z/n) п sin(a/n) 


4.148. (D8 4149. 1) -^ (сов1 -3511); 2) 7 (36051 +51). 
(2th — z)* 3e3 | 363 


4.150.  (2cos2+sin2). 4.151. 7 
е 
4.154. 71, если t > 0; 0, если { = 0; —л1, если t < 0. 


—ab 


Aisa, Dene 
2 


4.155. r(2sin2—3sin3). 4.156. (оз te =): 


eo 
4.157. =| si ии ( sin |1 é 
“157. 5 | sin jt] +e Bim | 3 cos > 


4.158. еб И — 5]. 4.159. m(en* о 4.160. ^_(1-е-). 


= 
4.161. зы — (2+ а6)е-*]. 4.162. r(b—a). 4.163. 5. 4.164. =". 


16 Л.И. Волковыский и др. 
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4.165. 


Ответы и решения 


1) epesen). 2) Fe} sin(ap/2) для того чтобы убедиться в 
а 


Pp 


справедливости ответа для —1 < p< 0, достаточно заметить, что интеграл 
при этих значениях р сходится, а функция, стоящая в ответе, аналитичес- 


кая. ar т 
4.166. “r(-) cos. 4.167. =P (+) sin 2. 
р \Р 2р p \p 2p 
4.168. г.) cos — (при р = 1 интеграл равен =). 
p-1 \p 2p 2 
4.170; "=, 4972, == 
заря 2cos(ap/2) 
i 
4.173. ine (при р = 1 интеграл равен 5). 
4.174. — т р если ЛА 0, и ze ‚ если А = 0. 
прп sind sin par 
4.176.0. 4.177. 7/4. 4.178. rctgrp. 4.179. metg pr. 
T= 
4.180. 72-2) 4.181. —7 (2°/? cos #1). 
23-P sin pr sin pr 4 
р 
4.182. — 2" (1-2) -1]. 4.183. — [1- ( о ) | 
sin pa 2 sin prt l+a 
рп аР-! ( . рп рт ) nV 
4.184. —— -—____.. 4. 7 5 cos —1). 4.186. : 
sinpn (1 + а)Р+1 sin pr Be ge V3 
4.187. Если а не принадлежит интервалу (—1,1), то Г = — ul = 
где Va? —1 > 0 при a> 1 (в плоскости с разрезом по отрезку [—1, 1] ве- 
личина Va?—1 однозначна); при а = +e [= Е, 
sina 
nt 
при a = iy I = ——— пу; при —1 < a <1] = 0 (главное значение). 
р у jag р ( ) 
4.188. Если b не принадлежит интервалу (0,1), To Г = — z bel (b — 
in pr 


—1)7?, где (b~1)°? > 0, bP '>O0 при b>1; если O0<b<1, тоГ= 
= —п6Р-1(1 — b)~*ctg px (главное значение). 


4.189. 


4.192. 


4.193. 


4.197. 


4.198. 


4.199. 


"4.190. ша. 4.191. ^ (п? + 4ш?а). 
2a 8a 


nsin(a/n) 


i (Fina 1- =) 
2а3\/За \2 4] 


—m. 4.194. in. 4.195. = In? —*. 
4 2 l+a 
1 1 1 ° п 1 
1 а ты 5); Е Е ЕЙ 
) ia Sine (приа i 2 d 2а(ш? а + 12/4) 1+a2 


an 
1 п k 2k +1 1 } 
— У (-1 А ЕВЕ ЗВЕНА 
ее» очи 1+ а? 


2—1 
1 1 т 2+1 
2n 1+ а 2а та In?at (k+ 1/2)?x 
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_ 9a-1 
4.201. “A= 7") (приа=11=2). 4.202. тт. 


sin an 
п п? ета 1 
4.203. Е 4.204. (ета фи? eee: 2cos(a/2) 


4.206. о 1; = In ~ = если a> 1. 


п 
4.208. 1) Es ) — ne НА если t > 1; 0, елиё <1; еслиё=1 то Г=0 
ne 
прип >1иГ= 1/2 а значение) при п = 1. 
ап 
4.209. "4.210. sint. 4.211. 1) cost; 2) t—sint. 
eat её ect 
4.212. + + $ 
6—2) (a-be-b) "96-9 
n 
4.213. г (2 - i) ecant 21; 0, если Ё <1. 
п. 
U 
е` exe 
4.216. 1) —=; 4.217. erf Vt, где efu= fe 7 ат. 
) ne 2) = =. Vi, гд , 


4.218. е 'erf УР. 4.219. sint, если ё < п; 0, елиё >7 


4.220. 1, если 0 <Е<а; 0, если =а; —1, еслиа <#<2а; —1/2, если 
t = 2a; 0, если t > 2a. 


4.221. п + 1, если па <&< (п+ Па; n+1/2, ecant=na (n=0,1,2,...). 


4.222. 1- ей ‘avi (см. ответ к задаче 4.217). 


—п2 2 2sin(nar/a) 
4,223. — 2 1) Ne п? x t/a? SINANAT/ A) 
as ae nr 
: uu 
4.224. —Fi(—t), где ЕКВ = |, = du. 
—со 


8 b 
2sht 4.226. 2" 4.227. 0, ecan 6 < 0; arch >, если 6 > 0. 
a 


1 
4.230. — М2? +1> 0 при = > 0). 
JFtiGs VF tip | 4 ) 


4.231. 1) 


4.225. 


===, еслиа >В; 0, если а < 6; 
2. В 


1 
2) 0, еслиа> 6; ———_, еслиа < 6. 
) Ve — a 


4.232. (п/2)Лл@а УР — 6). 
4.233. Если действительная часть хотя бы одного полюса положитель- 
на, то jim f(t) = со; если действительные части всех полюсов отрицатель- 


ны, то “lim f(t) = 0; если некоторые полюсы расположены на мнимой оси, 
а все ЕЛЬ имеют отрицательную действительную часть, то f(t) при 
+ — со колеблется, причем амплитуда колебаний неограниченно возрастает, 


16* 
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если хотя бы один полюс на мнимой оси имеет порядок выше первого, и 
остается ограниченной, если все полюсы, расположенные на мнимой оси, — 
простые. Если на мнимой оси только один полюс — в начале координат, то 
f(t) -+ со, если полюс — кратный, и f(t) > гез [е*р(2)].-0, если полюс — 
простой. 


#—3 г) iw~ Vf 2aiw—w 
4.235. f@® toed - a 4,236. f(t) ~ еее и 


of 


oO 
—&-—& —2— 
4.239. Решение. Представим интеграл в виде Г: dt + Г: dt. 
г 


t t 
я 
Tak как при асимптотическом разложении по отрицательным степеням х 
е`® ~0, то из решения задачи 4.238 следует, что второй интеграл асимпто- 
тически равен нулю. Согласно определению главного значения интеграла 


aot ye Pant 
f° а =” tim | [леч {atl = 
t ed t t 
Е 


— —т 


pet =t gt 
=e*lim | © E dt=e*[* ба 
=-0 t 
Е 0 


(в последнем интеграле подынтегральная функция непрерывна). Далее, 
1 


т x х ея 
e7t—et et — et et et et 
[tas [as [Pas [та од) + [Fae 
0 0 1 1 i 


Интегрируя по частям, получим 


х я 
é 1 ae t t 
Дежоче (++. + ine dt, 
а t т xz a” я 1 


n+l 


где С = C(n) — постоянная величина. Осталось установить, что 
zx 


р в —п et 
lm ге ин =0, 


хе 
1 
а это легко доказать при помощи правила Лопиталя. 


4.242. Решение. Рассмотрим pas dt, где контур С изображен на 


с 
рис. 68 (при Rez > 0). Этот интеграл равен нулю и поэтому (2 = « + iy) 


z Oo CO 
[eeu = ета _ fer eae 


0 0 х 
8 в п 42 
Первый интеграл в правой части равен ve e 5 
второй запищем в виде 


со co 
1 1 get? 1 1 er —(triy)? 


Puc. 68 2J t+ty 22 2 (t + iy)? 
x z 


Повторяя интегрирование по частям, получим требуемое разложение. Для 
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остатка имеем оценку 


со A со 
1.3... (21-1) Ге? -@н | 1.3... (21-1) Г ev -# 


Qn (t+ iy)?" 
x 


Снова интегрируя HO частям, получаем ij откуда и 


1 
< 
и" ^^ Зерна’ 

x 
следует, что разложение является асимптотическим. Случай Rez < 0 pac- 


сматривается аналогично. Если же Rez = 0, то 


© #2 —~(t+iy)? р. 

fa re «|< [= git Ne. 
4 

0 ss 0 


4.244. f(t) ст (wt + n) 4 pee _ 27/2) 


wen | £3/2 wett/2 


Г(2п + 3/2) : 

о qeng2nt3/2 °° | 

t 24)? 24 t 

при малом t ® = aftr - Ceo 4 Oe г = 2 =. 

а „ Г(Зи + 3/2). _ BP 
4.245. f(t)~ 14+ => 1) — вн} ПРИ малом ¢ Ки = FGA) 

в {9/2 43/2 
= Е ... р 
r(4)  Г(11/2) ЗУ 


4.246.1. 4.247. 0. 4.248.4. 4.250.1;3. 4.251.0; 4. 
4.252. 2. 4.253.1. 4.254. п. 4.255. п. 
4.257. Решение. Так как последовательность функций }» (2) сходит- 


ся к функции е!/? всюду, кроме точки 2 = 0, то для любого кружка К, с 
центром в точке z 4 0 и не содержащего начала координат ни внутри себя, 
ни на границе, при заданном = > 0 


можно указать такое №, что нера- vy 4 SY х 

венство |{»(2) —е!/*| < = будет вы- Yj BY 8 NN 

полняться для всех точек круга К 7/7, i 

при п > N. Остается выбрать Е < 

<min|e’/”|, где С — окружность кру- 77. ~~ 
ЕС 77 


га К, и применить теорему Руше. 


Примечание. Утверждение за- GY AL | I 
дачи непосредственно следует из те- y Y \N 
оремы Гурвица (см., например, [1, Yj ~~ NS 
гл. VIII, п. 2]). ПОРКА а 


4.261.0. 4.262.2;1. № 


4.263. В каждом квадранте по од- \ 
ному корню. № \ ААА 


4.264. Во втором и третьем ква- 
дрантах по два корня. 

4.266. В области В > 0, a > +72 (область Г на рис. 69) т = 0; в области 
В > 0, а < +\/В (область П) т = 2; в области В < 0 (область Ш) т = 1. 
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4.267. В области a > 0, В > 1/а (область Г на рис. 70) т = 0; в облас- 
ти, где или a < 0, или а > 0, В < 1/а (область ID, т = 2. 


4.268. В области a > 1/2 + \/В? + 1/4 (область Г на рис. 71) т = 0; в 
области 0 <а< 1/2 + \/ В? + 1/4 (область ПП) т = 2; в области, где или а < 


А 


IV 


а 


< 1/2 -— \/В? + 1/4, или 1/2 — f/f? +1/4<a<0, 8 >0 (область Ш‚,т=Е 
в области 1/2 — \/8? + 1/4 <а<0, В<0 (область IV) т = 3. 
4.270. Область, содержащая положительную полуось а и ограниченная 
. а = —tcosrt/sin rt, п 
линиями a+b=0u b = t/sin rt, 051$ ... 
4.271. Область, лежащая в первом квадранте и ограниченная линиями 
а = tgrt, т 


о 


4.272. Конечная область, ограниченная отрезком 6 = 0, 0 За < т/(2т) 


а = фт ть, п 


MEO ee Us tsar 


4.282. 2=0+% fla)+ % 2 {[flaf) ++ уе} + 


n-in(n+1)..(2n—-2) п. 
Fara ocean (OE 
22n-1 .n! 


i со 
4.283. 2 = 5 w+ > (-1) 


n=2 
= 1 > вп(п- 1)...(2n — 2) 
z=-2- gu + Sey a eal w". 
n=2 
вы wl, w? 1d 2 2 
4.284. z=at 15 (а Soren gat —i)]+... 
w 1 а"! 2 * 
ка? - 1)"] +... 
со п” 1ап-1 я ре fos) (an +b)?! i! 
4.286. 1) a OO aes cae ; 2)е = ge — и”. 


n=l n=0 
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4.287. а =. аи а). 
n=l 
2—п/2 т 
} 4.288. Решение. Функция w= ny Аналитична в круге |= — = < 
< г, если г < 2 и не имеет в этом круге других нулей, кроме z = > 
2r 


На окружности этого круга |u| > поэтому круг |w| < р радиуса 


ет +е-т’ 

i п 
р<-— et отображается на соответствующую окрестность точки 2 = 5 

р ет +e- 

} взаимно однозначно и разложение z(w) в этом круге сходится. Функция 


2r * т” +1 т 
; ——“——._ имеет максимум при г = г”, где е?" = г* = 1,19... < =), 
ет Нет т* —1 2 
2r* 
и этот максимум равен ИЕЕЫ = Vr? — 1 = 0,6627... Таким образом, 
е ет 
искомый радиус сходимости не меньше чем 0, 6627... В то же время точки 


dw п 
2, в которых ae =0,T.etgz=z-— 5, не могут находиться внутри круга 
Е 
п 
сходимости разложения z(w). Обозначив 2 — = = $, преобразуем уравнение 


dw ; 1 : 
= Ок виду ctgt = —t man ей = = Е. т Следовательно, it = г” — корень 
2 it — 


dw t 2ir* 
уравнения — = 0. р. значение ш = — =, 
dz cost ет’ +e? 


откуда |w| = = = = Мг*" = 0, 6627... Эта точка находится, таким об- 
я = 

разом, на окружности круга сходимости, и радиус сходимости равен, сле- 

довательно, Vr*? = 0, 6627... 


Глава У 


5.1. Кольцо 1/2 < |2| <1. 5.2. Внешность единичного круга (12| > 1). 
5.3. |2| <1. 5.4. Полуплоскость Rez < —1. 


5.5. Действительная ось. 

5.6. Вся плоскость, кроме точек z = 0, +1, +2.... 

5.7. |2] > 1. 6.8. |211 < 1. 

5.9. Вся плоскость, кроме единичной окружности (|z} # 1). 


5.10. Вся плоскость, кроме точек z = 4/4 е*+0* М" (п = 1,2,...). 
со 
5.11. Решение. Если ряд »`а» сходится, то при 0 <! сходи- 


„ с anz® n=l 
я п 
мость ряда »` т: == Yom = 
n=1 n=l 
a On(1/z)” | /z)” ‘co 
а. ; п и следует, что ряд сходится и при |2| > 1. Если ряд So an 
со n=1 


в 


расходится, то ряд Sanz” имеет радиус сходимости В < 1. При |2] > 


n=l 
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Anz” 


т следует из того, что в противном случае 


оо 
> 1 расходимость ряда У` a 
&5 n=l] ео 
Gn an anz 
сходился бы ряд >. Sa а следовательно, и ряд >. (; gt fe —) & 
n= ns 


oO 
= У ‘а. Если же |2| < 1, то модуль отношения 4 общих членов рядов 


n=1 


Ce n 
Anz 
> anz” и > —— заключен в пределах 1 — |2| < g < 2 и, следователь- 
= 
n=l n=l 
но, оба ряда сходятся или расходятся одновременно. 
< 
5.12.1) $0 6,2", где b, = У. ар, причем суммирование распространено 


n=l 
на те индексы р, которые являются делителями числа п, включая lun. 
со 


Радиус сходимости & = min {r, 1}, гдег — радиус сходимости ряда У. anz”. 
n=1 

с oo oo 

(-1)" (In k)” 1 п? 

5.13. \`а»(2-2)", где an = = > Е ao = a =e pp 

n=0 k=1 k=l 


1 
5.14. 5, если lz] <1, -5, если |2| > 1. 


5.15. ‚ если |2| < Ти ‚ если |2| > 1. 


2 1 
(1—2)2 (1-22 
5.16. 2, если |2| <1, и 1, если |2| > 1. 


5.17. ——, если |z| <1, и : ‚ если |2| > 1. 
2-1 2—1 


5.19. 1) и2) сходятся равномерно во всяком круге |2| <r < 1 во всякой 
области |2| 2 В > 1; 3) сходится равномерно на всей действительной оси; в 
остальных точках расходится. 


5.21. Сходится равномерно на окружности |2| = 1; во всех остальных 
точках расходится. 


5.22. Сходится равномерно в любой полуплоскости Rez > д, rye d > 0. 

5.23. Сходится равномерно в любой полуплоскости Rez > 1-6, где 
9>0. 

5.24. Сходится равномерно на действительной оси; во всех остальных 
точках расходится. 

5.25. Сходится равномерно на всяком отрезке [2kn + =, 2(Е + 1)т - =] 

. действительной оси (k = 0,1,2....). 

5.26. Нет. 5.33. хе = г. = -с©. 5.34. хе = —00, tg =1. 

5.35. дс = -00, Ха = +00. 5.36. хе = 0, ха = +00. 

5.37. тс =0, т. =1. 56.38. т. = т. = -1. 5.39. те = то = +00. 

5.42. т. = 0; расходится во всех точках границы. 

5.43. хе = та = —2; расходится во всех точках границы. 


5.44. тс = aq = 0; сходится (неабсолютно) в точках 2 = (26 +1): 
(Е =0, +1, +2,...), а в остальных точках границы расходится. 


5.45. x, = г. = 0; сходится абсолютно во всех точках границы. 
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5.46. т. = т. = 0; сходится неабсолютно во всех точках границы. 


5.54. Интеграл сходится равномерно во всякой полосе 0 < а < Вег < 
<А< о. 


5.55. Интеграл сходится равномерно во всякой полуплоскости Rez > 
2а> 0. 


5.56. Интеграл сходится равномерно во всякой полосе а < Rez < 2—a, 
где а > 0. 


5.57. Интеграл сходится равномерно во всякой полосе а < Rez <1-—а, 
гдеа > 0. 


5.58, 5.59. Интеграл сходится равномерно в любом замкнутом интер- 
вале действительной оси, не содержащем начала координат. 


5.60. Интеграл сходится равномерно в полуплоскости Imz > 0 с уда- 
ленным полукругом |2| < т, где г — сколь угодно малое положительное 
число. 


5.61. Интеграл сходится равномерно в интервалах 0 <а< < В<1и 
l<y<z<o0. 

5.62. Пример: f(t) = ef при п <{<тп peer (n=1,2,...) и f(t) =0 
для всех остальных #. 

5.63. хх. =х.=0. 5.64. т. = ха = -00. 65.65. те = та = +E. 

5.66. х. =-с; г. =1. 5.67. re = —с0; жа = +00. 

5.68. х. =-1; т. = +00. 6.69. т. =0; 2, =1. 

5.70. Расходится во всех точках границы. 65.71. Сходится абсолютно. 


5.72. В точке z = 0 расходится, в остальных точках границы сходится 
неабсолютно. 


5.73. Во всех точках границы сходится неабсолютно. 
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6.9. Решение. Вычисляя интегралы, входящие в очевидные нера- 
венства x/2 n/2 т/2 


$. . . Qn- 
[ sin" cdr < [ sw? ede < [ sin 1 тат, 
0 0 


(Qn)! 7? 1 п (2n)! 1]? 1 
Fees neo а ‘т 


Для доказательства формулы Валлиса остается установить, что разность 
между крайними членами в этой системе неравенств стремится к нулю 
при п -} 0. 

6.12. 1) Не сохранится; 2) сохранится. 

6.14. 1) Расходится; 2) расходится (к нулю); 3) сходится; 4) сходится. 

6.15. Сходится неабсолютно. 6.16. Расходится. 

6.17. Сходится, если р > 1/2, причем сходится абсолютно, если р > 1; 
расходится, если р < 1/2. 

6.18. Сходится абсолютно, если р > 1; расходится, если р < 1. 


получаем 
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6.19. Сходится абсолютно. 6.21. |2|<1. 6.22. || < 2. 

6.23. |2| < со. 6.24. |2|>1. 6.25. |2| < 1/е. 6.26. [2] < oo. 

6.27. || < со. 6.28. |[2| < сю. 6.29. |z] < 00. 

6.36. Решение. 1) Вычитая из ре as = 1 tS = + x +... ряд для 
2~*¢(s), получим (1-2 *)С(8) =1+ = + = + = + ...; в правой части это- 
го равенства отсутствуют те члены —, для которых п делится на 2. Ана- 

п 


г Pa 1 1 
логично (1 —27*)(1—s"*)¢(s) = 1+ ie + т +... причем в правой части 


отсутствуют члены =, для которых п делится на 2 или на 3. Вообще 
n 
(1 — py *)(1 - Р2°)...(1 — Pn ()=14 05 (1) 


причем суммирование в правой части (1) распространено на те индексы п 

{большие единицы), которые не делятся ни на одно из чисел ру, р, ..., рт- 

Легко доказать, что при Кез 21-4 (6 > 0) сумма ряда в правой час- 
© 


и (1) стремится к нулю при т — со и, следовательно, C(s) | (1 —p,°)=1. 
т=1 


2) Так как из признака абсолютной сходимости (см. задачу 6.13) сле- 
со 


дует, что произведение Ца — pp’) при Res > 1 + 6 сходится, то функция 
т=1 
C(s) не имеет нулей при Res > 1. 


6.37. Revlon We: Из доказанного в предыдущей задаче следует, что 


(1+5) 
при любом д > 0 Па- 018) = Aa ESE Отсюда легко заключить, что 
lim ‚Па — р; +) = 0. Так как (1 — ря!) < (1-ра(*?), то ясно, что про- 
n=1 ео 
изведение Пе — p;') расходится (к нулю), а следовательно, и ряд arr 
n=l 


n=l 
также расходится. 


2 2 2 
6.57. ^_ 6.58. те. 6.59. —. 6.60. 5-5(1 + лас ла). 
sin” да пла 
1 ла ne 
6.61. — {1 . 6.62. —. 
2a? ( = ==) 32 
(—1)+1228-1128 
6.63. “Gi Bor (Box — число Бернулли; см. задачу 3.100). 
6.64. "51° 6.67. р=0. 6.68. p=n, o =a. 
2 зшла 


6.69. p9=1,¢0=3. 6.70. р=1да=3. 
6.71. p=3,0=2. 6.72. р=2, о=\Бб. 6.73. р= 19 =1. 
6.74. р=Ье=1. 6.15. p=1,¢= Vi. 6.76. р= 9 =1. 
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= 5 (cos /z + cos ii/z), 


aT 
п)! 
п со zen 


oO 
Zz 
откуда y Gai a ; (cos fz + cos iff). Аналогично, У` РУ = 
n=0 n=0 


1 
= 1 (cosa У2 + cosa’ У + cos’ Yz + cosa’ У), rae а = ¥Y—1, откуда 


22 
6.77. p= от, с =1. Решение. ре 


со 


4 
zm 1 
У. ao 7 cosa У, итд. 
0 й k=1 


6.78. р = 00. 
6.79. Решение. Достаточно, как нетрудно видеть, рассмотреть 


1 
значения 2 > 0. Тогда (fe dt) Je < 1; с другой стороны, если 0 < 


ие то 


(fe zt? dt) /e oe - few a> fe 2(t?—a) dt > со при z > ©. 
0 


Следовательно, p= 1,0 = 1. . 
6.81. p* = шах (ру, р2). 
6.82. 1) р’ =p, o* Зо: +02; 2) р" =p, в* = шах (01, 02). 
6.83. 1) р" <p, o* < 20; 2) р* < р, д* Зо. 


6.84. Решение. Если 2 = о то при любом заданном г величина 
2 2 


2 2 
1- rc достигает наибольшего значения при ф = =. оно равно Е = 
n №, 


С другой стороны, при любом = > 0 (Е < a) nn > п (Е) имеем whe < № < 
Е 


< и, следовательно, 

aor € 2,2 2 2.2 

(a — =) т? Te (В+=) т 
и <1+ <1+ a (*) 

т? №2 п? 
a “Pr? sininyr eri — епт 
А так как | | (2 + ) = — = (см. задачу 6.48 
п? imyr Qryr 


n=l 
или 6.53), то из неравенств (*), ввиду произвольности = и решения зада- 
чи 6.80, следует, что порядок р функции f(z) равен 1, а тип с не мень- 


ше типа функции е”“* и не больше типа функции е”#*, т. е. ла Ха < Wf. 
6.86. Решение. Пусть M(r) р, с — максимум |f(z)| ( на окружности 


|z| = г, порядок и тип функции f(z), а М, (г), р1 и о! — соответствующие 
z 


характеристики для функции f’(z). Из равенства f(z) = [ro dt + f(0) 


о 
следует M(r) < rMi(r)|f(0)| 4, следовательно, р < р:. Так как f’(z) = 


= in| <= DP где в качестве Г можно взять окружность с центром в 


точке 2 радиуса 6 (6 > 0 — любое), то М; (г) < M(r+o)/o', т.е. р! Зр, 
и, таким образом, р1 = р. Отсюда и из приведенных выше неравенств за- 
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ключаем, что о! = с. Другой возможный способ доказательства основан на 
теореме, приведенной на с. . 


6.88. р= То = 1е. 6.89. р=аа=осо. 6.90. р=а, в =0. 

6.91. р=0. 6.92. р=0. 6.93. p=l,o=1. 

6.94. р=То=2. 6.95. p=1; A(y) =cosy. 

6.96. p = 1; h(y) = cosy, если cosy 2 0; h(y) = 0, если cosy < 0. 

6.97. p=1;h(y) =|зш 9]. 6.98. p= 1; h(y) = |sin gy}. 

6.99. р= 1; h(y) =|cosy|. 6.100. p =n; h(y) = cosny. 

6.101. p = 1/2; h(y) = | sin(y/2)]. 

6.102. 1) A*(y) = h(p), если h(y) > 0; AX (vy) =0, если В) < 0, 
1" (ф} < 0, если h(y) =0; 2) всегда h*(y) = h(y). 


6.103. Пример f(z) = e* — P(z), 7/2 < y < 32/2. 

Глава VII 
7.2.1) Ft(z)=(z-—a)", Е (2) =0; 2) Ft(z) =0, Е (2) =-1/(z — a)”; 
3) Ft(z) = Soar 


Коши обращается в интеграл Коши. 


7.3. 1) Р*(2) = y(z)— ya(— 
2) Ft(z) = 3 ®(— 


1 
+9(=). 9% ( 

2 — ak 
ности полюса ак; 9(2) — главная часть разложения y(z) в окрестности 
бесконечно удаленной точки, в которую включается свободный член. 
2+ Шш((2 — 2)/(z - 3)) 


‚ Е (2) = 0. Во всех трех случаях интеграл типа 


и | 
—) +9(2), ЕТ) = 9+) + 


) — главная часть разложения функции (2) в окрест- 


a 


4. Ft = FO = - г 
boa 2—4 И 
7.5. в = ctgz ae ee >, в частности, 21 (0) =0, Ft(r) = aes 
12 — 
Е\(-—п) = них ; FO (z a =! = 72 9. 
2 a TH 
7.6. a — 7 — 
= ie 2+8)’ = 2(2— =" 
ged (ав ~ibn)z™ ПШ 1 > ив. 
7.7. Е*(2) = - LS eee ==5 La ; предельные 
значения: = 
: P= . ind 
F*(Re’®) о ре —ib,)e’™ = 
ae 


ao 1 ie i . 
7 =a 5+(Ве y+ > У `(-6» cos né + an sin пб); 
F(Re'®) =- : Solan + ib, ei? = 


n=O ag 


. © 
= © — ~y( Rei?) + + ~by cos пд + an sin n). 
4 2 


n=l 


n=1 
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7.8. 1) Если точка 2 лежит в круге Ох: |2 — Кп| < п/2, то П(=) = f(z— 
—Кл), Ь (=) = (~-1)* f(z — kr). В частности, если |2| < п/2, то 1 (2) = 2 (2) = 
= f(z). Если точка 2 лежит вне всех замкнутых Q,, то 1 (2) = Г2(2) = 0. 

2) Пусть О, — круг |z—kal < т. Тогда П(=) = Ка-кл)+ fl[z- 
—(k-1n], 25(2) = (-D*[f(z - kx) — Ка - (в -1т)], если 2 € дк»; 
h(z)=f(z— вт) + Це - (Е+1л}, be(z)=(-1)*[f (2 — вт) - F(z - (&+1т)], 
если 2 Е ОкОки; A(z) = f(z—kr), (2) = (-1)* f(z — Ёп), если 2 лежит 
внутри области Qe — Ок-19ь — QeQear; (2) = 0, Io(z) = 0, если z лежит 
внутри дополнения ко всем oe 


1 pb hog 1 1 1-¢ 
7.9. F ag | eee ae Se ep ee 
(2) = Фвр Р® = sym oe 
(-1<¢<1); в _ a Ге F(0) = 
7.10. F(z) = ln т — однозначная ветвь в 2-плоскости с раз- 
AL Ais 


2+8В 


z+R 
= In 
риа 


+iAc arg (С — 2), где ae arg(¢ — 2) — пе arg (С — 2) вдоль С; 


резом вдоль С, определяемая значением Ln1 = 0; Ln 


С+Е ay 
Oa gen Fl+h POs 
1 С-В 1 
Р eee Pe 0) =- 
=> о =>, 
. 3 a sts. Oe 
F (GR) = 4° ЕР (GR) = 4? F(R) ~ 4? Е (0) = TR 
7.11. F(z) = 5 nots "i (однозначная ветвь в 2-плоскости с разрезом 
TL 
вдоль С, определяемая значением Га] = 0; ae |z| > В она совпадает с 
аналогичной ветвью из задачи 7.10); Е*( iS) = xB Sel + +7, Е (©) = 
1 C+R 
— a, ;Е —-, Е' (0) = ait 
ami |C-R at y= (Se 


7.12. 1) 0, если |2| < г или И >В, и 1/27, ecau r < |2| < В; 
2) 1/2", если Imz > т, и 0, если Imz < п; 
3) 0, если |[Imz| < т, и и если |Im z| > 7; 


1 Е+2 _ k~] [5] R+z 
4 Zeb ge = 
) Atel 2 ae ET a ыы eee ae i Ree 


= ш at + iAc{arg (С - 2) — arg¢} — однозначная ветвь в 2-плоскости 


5) На первый oe решение очевидно: 


= {in(1 — z) — ш(-1- 2)] = — n= zs 
Qni le ~ Oni 211 2+1 
Необходимое, я проверить, что заключительное преобразование действи- 
тельно приводит к указанной ветви логарифма, так как равенство ш 22 — п 21 = 
= In(z2/z1), вообще говоря, несправедливо. Это замечание следует иметь в виду 
и в дальнейшем. 
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с разрезом вдоль С’, определяемая значением Ln 1 = 0. Предельное значение 


т 3m 
этой ветви Ha С’ слева имеет мнимую часть 3? 8 справа — (- =). Этим 


+ 1 1+(-1)71 
определяются предельные значения Е—(0) на С; Е(0) = —-—-——_-; 
21 ye 
z 


5) функция F(z) Ta же, что и в предыдущем пункте, только Ln — 
= 2% 


однозначная ветвь в 2-плоскости с разрезом по другой полуокружности C, 

с тем же значением Гл 1 = 0. Предельное значение этой ветви на С слева 
3Зп п 

имеет мнимую часть re а справа — [{ — 5) Этим определяются предель- 


А. 


ные значения F+(¢) на С; F(0) = г. 
И nk” 


Примечание. В пп. 4) и 5) ветви Ln а совпадают в круге |2| < К, 
SEZ. 


вообще же они различны; так, например, на со в первом случае ветвь имеет 
значение —7i, во втором +77. Однако Е(оо) = 0. 


—- +tAc arg(¢—z}) — однозначная ветвь 


7.13. Ln? = в |2 
a-z a—-z 


в 2-плоскости с разрезом вдоль С’, определяемая значением Ln1 = 0 (так 
же определяются ветви в задачах 7.14-7.17). 


7.14. b—a+zLn((b— z)/(a— z)). 


n foe n 
7.15. 1) So Ака" = Anzz* 4 9(z) Ln ; 
a . n=l k=1 = 
on +1 —а"- +1 
ЗЕ НИ 
м. n—k+1 
7.16. (In = —Ln =). 
2-20 а-2 а — 20 
1 b-z b— 20 = k-1 1 
7.17. Г, -L Ax(z — = —_х 
ee о. &(2 — 20) | Ak Е 
1 1 
НЕО ИН ЕН НИ = —Ал41. 
х E 2-1 (a a zoe! ], (20) n+l 


7.18. 1) Ft(z) = In(z +R), F7(z) = (2 =); F*(¢) =In2Reos £ + 
+i2, Е-(© = In 2cos © — if; 2) F*(z) = n(R-2z)4+7i%), FU(z) = 
= (1 a Е); F*(¢) = m2R sin | ae О in 2| sin £| gta 
(отсчет угла ф = arg С соответствует условиям задачи). 

7.19. 1) Е*(2) =0, Е` (2) =In(1 - 1/2); F*(¢) =0, Е" (О =Ша- 1/6); 
2) F*(z) = In(z/(z—1)), F(z) = 0; F*(¢) = In(¢/(¢ —1)), ЕТ (©) = 0. 


1 A На zk [5] 
7.2 =—) — Ш — = |- 
= ani “4 nz” а Ds 1 (2k — 1)R2k-1 | * Morus 21’ 


5) Если Lnz и 1 2 — ветви, указанные в условии задачи, то Гл 2 = п (—2) + $. 
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eins 
R- 


z 
имеет TO же значение, что в задаче 7.12, 4). Этим определяются 
z 


со 
и предельные значения Р*(() на C. Если |2| < В, то F(z) = Ус", Cn = 


ne о 
та вест: 
7.21. F+(2) =— 2 [2+ véln = iG) Pr @=-2 = [2+ vein] - 


ae 
7.22. Ft(z) =0,Е (2) = Ln((z — 6)/(z —a)) (ветвь логарифма опреде- 
ляется условием задачи). 


z-a 
z-b 


7.23. Е) =1, F-(z)=1- 


7.24. F*(z)=z-da—(1—A)b,  FU(z)=2—-—Aa— (1—A)b—-(z— a) x 
x(z — by. 


7.25. F*(z) = Ln =— С, Е` (2) =1п —*. Go 
= 


Ly ee 


7.30. Если |z|>1uz¢C то F(z) = Ш. 


7.27. 2? +5-3,5. 7.28. 1) (> 


(2), где 


Е! (2) — аналитическая функция при |2| > 1, а ветвь Ра 


аа так 
—2 

же, как в задаче 7.12. 4). Отсюда видно поведение F(z) в точках ЕВ — 

концах дуги С’. 


7.31. D(f) — площадь области С’, на которую f(z) отображает об- 
ласть С. 


R?—¢z | ==] em! — ee 
7.37. 1) In | Re ) 2) In z—¢ ’ 3) In enz — епб 
on — 1 20 
r2 — В? 
7.43. u(z) = i (0) eR; cos =o) 4? 40, u(co) = =, [uo dé. 


0 

7.45.1) f(z) = ole) + HRA), Л(=) = ~p(R?/z) — (2), причем 5(0) = 
= Im 1 (0) = Ба [ф(0) + $(°)}; 

2) f(z) = —tp(z) + #2 (В?/2), filz) = tp(R?/Z) + f(z), 0(0) = Im 1 (0) = 
= Im[-ip(0) + #4 (©°)]. | 

7.46. 1) f(z) =2", д(2) = —R°"/z” (здесь и в ответах к задачам 7.46- 
7.50 значение %(0) взято равным нулю). 

т.ат. f(z) = 2"/R™, filz) = 1/2”. 

7.48. f(z) = —In(1 — 2/82) (№1=0), f(z) = In(1 — 1/2). 

7.49. f(z) = pe (f0) = @), fl) =-/H 

7.50. f(z) = ША, f(z) = —WR. 


т. 
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[ove] со 
1 y dt =] u(t) dt. 
7.52. u(z) = и (+ at + iC (для сущест- 
хо fon | ЧАЮ (ancy 
© 

вования первого интеграла достаточна кусочная непрерывность и ограни- 
ченность u(t) во всем интервале (—с0,00), для второго — дополнитель- 
но, например, функция u(t) должна иметь на бесконечности порядок 1/|t|* 
(a > 0)). 


7.53. f(z)=u(z)+iv(z) = ak u(t) cth me За fu th T= 2) д 


где ui(t) = u(t +4) (для существования интегралов достаточно, например, 
чтобы u(t) убывала на бесконечности, как 1/|t|'**, a > 0 ). 

7.55. Окружности в круге |2| < 1, касательные к окружности |z| =1 в 
точке е*. 

7.57. Дуги окружностей, соединяющие внутри круга |2| < 1 точ- 
ки е'*, №. 


7.58. w(z;a,b) = ~ arg z=", w(z;—00,b) = 1 arg (2—6); w(z;a, со) = 
—а т 


1 

= 1~—arg(z—a). Геометрическое значение этих гармонических мер — 
т 

деленный на п угол, под которым виден отрезок или луч из точки 2. 


7.59. 1— Тара для луча ара =0 и а для луча argz=y. 


2 2-В п 2Ву 
7.60. А) = = ~1 = 1 arctg И, 
w(z, A) id rareg 3 UCB eB 
= 1—w(z, А). Линии уровня — дуги окружностей, соединяющие точки +R, 


ых, Г) = 


п 
из точек которых диаметр А виден под углом 5(1 +w) в случае w(z, A) 


"(1 _ ~) — в случае w(z,T). 


z~R ты: -VR 

7.61. w(z,T) = . 7.62. w(z,T : 

(2.0) г )= Zang VE 

Injzi-—Inr = In|z|-InR = 
7.63. meine oo |[2| = Ви ; nk АЯ |zj=r 
7.66. u(z) = Ss cywy(z). 
Глава VIII 
8.1. f(z) = a ayer этим разложением f(z) аналитически продол- 
=0 


жается внутрь круга |z —а] < |1 — aj, который He лежит целиком внутри 
круга |2| < 1, если а не принадлежит интервалу [0,1). 


8.2. f(z) = Ш- stim G \" ere круг сходимости этого ряда 


[#+1/2| < 3/2. 
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8.15. Решение. Подстановка е = x приводит интеграл к виду f(s) = 
со 


= == ae д’ = e*™*), Интегрируя по частям, получим f(s) = cosl — 
1 


со 


со5х 
-[ а ах. Последний интеграл сходится в полуплоскости Res > —1. 
x 
1 


8.19. 0 < Rez < 1, -1< Rez < 1. 
8.21. Точка z = 1 — простой полюс с вычетом равным единице. 
oo 


8.21. Решение. Обозначим через } (2) = fertelet) dt. Аналитичность 


0 
функции f,(z) в круге |2| < 1 следует из результата задачи 3.150 и общих 
свойств интеграла Лапласа (см. с. ). Интегрируя по частям (п + 1) раз и 
пользуясь неравенствами задачи 3.150, получим при |2| < 1 

oO 


n 
_ Ур (zt) 5° + 2 ее dt = 
fy 0 7 со 
= >. Anz” + fe gat) dt. 
k=0 о 
Из оценки для |y'*t)| следует, что второе слагаемое в правой части по- 
следнего равенства стремится к нулю при п — со ( |2| < г). Для доказа- 
тельства второго утверждения возьмем любую точку 2 Е С. Тогда внутри 
и на границе круга, для которого Oz является диаметром, не будет, как 
это нетрудно доказать, ни одной особой точки функции f(z). Поэтому при 
достаточно малом д > 0 внутри и на границе С круга радиуса |z|/2 + 9, 
концентрического с уже построенным, функция f(z) также будет аналити- 
© 


| ческой. Таким образом, для и Cn разложения f(z) = У сиг” 


справедливы равенства с» = == 45 и, следовательно, 
2" Г f(C) dz 
p(2t) = Oni ae ne nel : 


n=0 


$ апт 
Так как ряд У`= О сходится равномерно на С, то (2) 
|= 


[21+ 9 


n=0 


say / Фе". Максимум величины Re(z/¢) на С равен 


=q< 1 (при доказательстве этого утверждения достаточно рассмотреть 

случай, когда 2 действительно и положительно, так как поворот вокруг на- 

чала координат не изменяет величины Ве (2/С), и, следовательно, |ф(2)| < 
со 


< Ae? (А — постоянная). Отсюда и следует, что интеграл fetecee) dt 
0 


сходится. 


2 -— 22 z— Zz 
8.26. Если Го) ^^“? — ветвь функции Га г: аналитическая в 
2 — 21 #— 21 
2-плоскости с разрезом по дуге 7! и обращающаяся BO при 2 = oo, то 


17 Л.И. Волковыский и др. 
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== 


Е (2) = (a—5b)La® ee (a —b) La) en at 2nbi; внутри С*: 


F-(z) = (а- Та = = — 2 (а —b) при аналитическом продолжении 
21 


— 22 
через y, и Е” (2) = ms - 5) Ln) при аналитическом продолжении че- 
— zy 


рез 72. 
8.28. 1) 2 = +3; 2) 2 = 2%; 3) z = £27. Во всех трех случаях значения 
и (2) различные. 


8.30. Над 2 =1 два элемента: z = 1+, 


1- (1-81? _1 1 
Se -+-+... t 1 
wy : 5+8 + Ш<Ь 
1+ (1-11 _2 1 
m= ith" ) =o hs 0 < [t] <1; 
над z = 2 один алгебраический элемент: z= 2477, w= =1-#- 


1+8 
-Р+.., Н <1. 

8.31. Над 2 = 1 два алгебраических элемента: 2 =1 +, ш = 2/2 — 
~#/2)'? = 52а —t/44...), | < 2; над z = 5 один алгебраический эле- 
мент: ЕЁ, ш = (t/2)(1 — #/32 + ...), | <2, и два правильных элемен- 
ra:z=54+t,w=+2i(14 07/32 4+...), [| < 4; над 2 = со один алгебраический 
злемент: х =“, ш = 1/4 +... 0< < ¢*/1/5. 

8.32. Над z =1 два алгебраических элемента: 2 = 1 +8, w=+1+ 
+t)? = 4+(1+t/2—...), Ш <1. 

8.33. Над z = 1 три алгебраических элемента: z = 1 + ?; w= wr (1+ 
+2t/34...), < 1 rae wr = Таз = e*?**/3, Над z = 2 один алгебраический 
элемент; z= 244, ш = —(t/4/2)(1 — 2/12 +...), | < 1 4 три правильных 


элемента: 2 =2+ 
w =n 93 (1 +1#/12+ a); lt} <1. 


Над z = со один алгебраический элемент: z =#8, w =1/t4+t7/34+...,0< 


<< 5/12. 


8.34. Над z = со два алгебраических элемента: 2 =#*, 


а ада — my? = 4 (1 в.) 0 < <min (ры). 


8.35. z = 0 — существенно особая точка, двузначная: z = Ё, w = 
=е!!* =1+1/#+1/(2?) +..., 0 < |<. 

8.36. Над z = 0 алгебраический элемент; 2 = #, w = sint/t* = ИВ- 
—1/(3!) + 2/5! —..., 0 < < 00. 

8.37. Над z = 0 алгебраический элемент: z =В. w =ctgi= 1/t-—t/3+..., 
0< |t| <7. 

8.38. Над z = 0 алгебраический элемент: 2 = В, w = t(1—¢*/12 +...), 
lt] < Ул. 

8.39. Над z =1 — одна трансцендентная точка ветвления 1-го порядка; 
над 2 = со одна а.т.в. 1-го порядка. 
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8.40. Над z = 0 wn z = co — по одной а.т.в. 1-го порядка; над z = 1 — 
одна правильная точка и одна существенно особая точка однозначного ха- 
рактера. 

8.41. Над 2 =бид= со — по одной а.т.в. 1-го порядка; над каждой из то- 
чек 2 = (1+ 1/(Кл))? (К = +1, £2, ...) по одной правильной точке и по одному 
полюсу 1-го порядка; над 2 = 1 — одна правильная точка и одна неизоли- 
рованная особая точка однозначного характера (предельная для полюсов). 

8.42. Над z =0 — одна а.т.в. 1-го порядка; над каждой из точек 2 = k? x? 
(К = 1, +2,...) по два полюса 1-го порядка; над 2 = со одна неизолирован- 
ная точка ветвления (предельная для полюсов). 

8.43. Над каждой из точек z = 0, z = 2 — по шесть. а.т.в. 1-го порядка; 
над z = 1 две а.т.в. 2-го порядка и шесть правильных точек; над 2 = со две 
а.т.в. 5-го порядка. 


8.44. Над каждой из точек z =i, д = ~i — бесконечное множество 
полюсов 1-го порядка; над 2 = 0 u z = со по одной л.т.в. 


8.45. Над z = 1 — бесконечное множество правильных точек и беско- 
нечное множество полюсов 1-го порядка; над z = 0и z = со по одной л.т.в. 
8.46. w = 1/4, и = со — а.-т.в. 1-го порядка. 


8.47. w = +2 — а.т.в. 1-порядка; w = со — а.т.в. 2-го порядка. 

8.48. w = 1/4, w = 00 — а.т.в. 1-го порядка. 

8.49. w = 0, и = со — а.т.в. 1-го порядка. 

8.50. ш = e**/2 (а = cosa) — а.т.в. 1-го порядка. 

8.51. ш = со — а-т.в. (п -— 1)-го порядка. Каждому нулю производной 
и’ (=) порядка К соответствует а.т.в. функции z(w) того же порядка. 


8.52. Нулям производной w'(z) соответствуют а.т.в. такие же, как в 
предыдущем случае. Полюсам функции w(z), порядок которых больше еди- 


@ 


Puc.. 72. 


17* 
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ницы, соответствуют а.т.в. порядка на единицу меньше порядка полюса. 
Всли на со функция (2) = wo + с-к/2^ +... (Е > 1), то д = со соответствует 
а.т.в. (К — 1)-го порядка над w = wo. 

8.53. Поверхность для z(w) та же, что для ;/ш; ее точки ветвления ле- 
жат над ш = 0, w = со и соответствуют 2 = —п, z = со. Листам и-плоскости 
с разрезами 0 < и < oo, = 0 соответствуют углы 27/n с вершиной в точ- 
ке z = —n. При п - со эти углы превращаются в горизонтальные полосы 
шириной 27, функция w(z) — в е*, поверхность для z(w) — в поверхность 
для Law. 

8.54. Поверхность для z(w) та же, что для {/. Листам м-плоскости 
с разрезами —oo < и < 0, ч = 0 соответствуют круговые двуугольники с 
углами 2л/п в точках 2 =a, z = (рис. 72, гдеп = 3) '). 

8.55. Поверхность для z(w) получается склеиванием двух листов 
ш-плоскости с разрезами |u| < 1, v = 0, соответствующих областям |2| < 
<!и [21 > 1. Точки ветвления лежат над ш = +1 и соответствуют z = 
= +1. Полярной сетке |2| = г. arg z = ф соответствуют эллипсы и гипер- 


а i iad у? т? у? г 
oust © Ponycam ля + Пу пр > бояр simp 
8.56. w(z) = = +227 + 32+... — известная экстремальная 


@— 2} 
функция в теории однолистных конформных отображений (см. [4, ra. XIII, 
8 1]). Она отображает единичный круг |2| < 1 на ш-плоскость с разрезом 
—с0 <u < -1/4, и = 0. Поверхность z(w) получается склеиванием двух 
таких листов. 

8.57. Поверхность для z(w) получается последовательным склеиванием 


2п листов и-плоскости с разрезами 1 < |u| < со, v = 0. Она имеет 2п точек 
ветвления 1-го порядка над w = +1 и 2 точки ветвления (n — 1)-го порядка 


Рис. 73 


над w = со. Основное отображение показано на рис. 73. Функция w(z) ав- 
томорфна (инвариантна) относительно группы линейных преобразований, 


порождаемой преобразованиями Т = и (ш = ers) 5 = 1/2. Этим преоб- 
разованиям соответствуют преобразования поверхности для z(w) в себя, 
т) На рисунках к задачам этой главы соответствующие друг другу точки обо- 


значены одинаковыми буквами. Для бесконечно удаленных точек использованы, 
как правило, обозначения Я и 9" 
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при которых листы циклически переходят друг в друга с сохранением про- 
екций точек на ш-плоскость. 
8.58. Поверхность для 2(w) 2п-пистна, с точкой ветвления (2n — 1)-го 


порядка над w = 0, соответствующей 2 = со, ис 2n точками ветвления 
1-го порядка, из которых nN расположены над ш = —с0 и соответствуют 


точкам 24 = е"" "и (. = в", f= 0,1,2,...п- 1), ап — над точка- 


2 — 1 1 


w*, Основное 


2 
ми и, = ( ) 2, и соответствуют точкам 2, = f 


2n 2n—-1 


N 


№\ 


Рис. 74 


отображение показано на рис. 74. Остальное получается продолжением по 
принципу симметрии. 

8.59. Поверхность для z(w) п-листна, с точкой ветвления (п — 1)-ro по- 
рядка над w = со, соответствующей 2 = со, и п — 1 точками ветвления 1-го 
порядка, расположенными над к = 2% (1 — 1/п) и соответствующими 2% = 
=w* (w =e) oO 1. n— 2). Для построения поверхности нужно 
к ее нулевому листу (и-плоскость с п — 1 лучевыми разрезами, выходящи- 
ми из шк) приклеить вдоль каждого разреза, крест-накрест, по одному лис- 
ту (м-плоскость с одним лучевым разрезом). Основное отображение пока- 


2 


Puc. 75 
зано на рис. 75. Кругу |2| < 1 соответствует внутренность эпициклоиды 
(для п = 2 — кардиоиды). 


8.60. Поверхность для z(w) (п-+ Г)-листна, с точкой ветвления (n — 
—1)-го порядка над w = со, соответствующей 2 = со, и п + 1 точками ветв- 
ления 1-го порядка, расположенными над шь = 2» (1 + 1/п) и соответствую- 


5 
ЩимиИ ee (w axet/nt) k= 0,1,.., n) . Основное отображение показано 
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на рис. 76. Области |2| < 1 соответствует внешность гипоциклоиды (для п = 


= 1 — отрезка). 
8.61. Поверхность для z(w) п-листна, с точкой ветвления (п — 1)-ro по- 
рядка над w = со, соответствующей z = со, и п — 1 точками ветвления 1-го 


порядка, расположенными над шк = (—1)*/2"~) и соответствующими 2% = 


@ 


w (2) 9 


= cos(kr/n) (Е =1,2,..,п-— 1). Для построения поверхности нужно к нуле- 
вому ее листу (и — плоскость с разрезом —со <и< —1/2”"', .=0) прикле- 
ить последовательно п — 2 листа с двумя разрезами 1/2" 1 < |u| < оо, и=0, 
затем к последнему из них приклеить еще лист, имеющий разрез —со < 
<u<—-1/2"-', v=0, если п — четное число, и разрез 1/2" \ Зи < 00, и=0, 
если п — нечетное число. При отображении w(z) эллипсы и гиперболы с 
фокусами +1 переходят в эллипсы и гиперболы с фокусами +1/2”~*. Изме- 
нение полуосей получается из соотношений z = const, w = const. На рис. 77 


м 


\\ 
в ХУ NC | 


Рис. 77 


показано разбиение 2-плоскости на области, соответствующие полуплоскос- 
TH vu >Onv < 0 (первые заштрихованы) для n = 5. 
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8.62. w = 0, w = OO — л.т.в., и = 1 — полюс 1-го порядка для одной из 
ветвей функции 2(%). 


8.63. Функция z(w) имеет по одной а.т.в. 1-го порядка над и = et?ti и 


по две л.т.в. над w =Оиш = со. Ее риманова поверхность получается путем 
склеивания двух экземпляров римановой поверхности функции Ln w вдоль 


разреза, проведенного на них над дугой, соединяющей Ha и-плоскости точ- 


ки ш = ett, 


8.64. Функция z(w) имеет над w = +/2 бесконечное множество а.т.в. 
1-го порядка и над w = со две л.т.в. 


8.65. Функция z(w) имеет по одной а.т.в. 1-го порядка над точками 
wr = Sin 24/2 (z_ — корни уравнения {62 = 2; они все действительные), 
две л.т.в. над w= со и косвенно критическую особенность над w = 0, пре- 
дельную для указанных а.т.в. (см.: НеванлиннаР. Однозначные анали- 
тические функции.— M.: Гостехиздат, 1941.— п. 238). 


8.66. z = Arccosw = 1/1 щ (ш + Vw? — 1). Поверхность для 2(w) беско- 
нечнолистна, с двумя л.т.в. над w= со и а.т.в. 1-го порядка над w = +1, 
соответствующими 2 = Ёп (k = 0,41,+2,...); получается склеиванием 
бесконечного числа и-плоскостей с разрезами 1 < ful < ©, v = 0, 


Рис. 78 


которым соответствуют вертикальные полосы ka < д < (Е + 1л (рис. 78). 


8.67. 2 = Arcsinw = п/2 — Arccosw. Поверхность для z(w) Ta же, что 
для Arccos w. 


8.68. z=Arctgw= x Ln . be 
2: t+tw 
с двумя J.T.B. над и = +i; получается склеиванием бесконечного числа 
и-плоскостей с разрезом и = 0, || < 1, соответствующих вертикальным 
полосам Кл < х < (Ел (рис. 79). 
8.69. z = Arcctgw = п/2 — Arctgw. Поверхность для 2(w) та же, что 
для Arctg w. 


8.70. z= Archw = ш (ш + Vw? — 1); ch z= cosiz. Поверхность для z(w) 
Ta же, что для Arccos w. 


8.71. 2 = Arshw = In(wt+ Vw? +1); shz = —isiniz. Поверхность для 
z(w) получается из предыдущей поворотом Ha 7/2 вокруг начала коор- 
динат. 


. Поверхность для 2z(w) бесконечнолистна, 


| 
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8.72. z= Arthw =1/2Ln((1+ w)/(1 — w)); thz = —itgiz. Поверхность 
Для z(w) получается из поверхности для Arctg и поворотом Ha 17/2 вокруг 
начала координат. 


8.73. z= Arcth и = 1/2 Ln ((w + 1)/(w — 1)); cth z =ictg iz. Поверхность 
aaa 2(w) та же, что для Arth и. 


a ae 
\S у 


Рис. 79 


горизонтальные разрезы —с0 < и <1, v = (2Е-+)п, (k = 0,41,42,...) и 
вдоль каждого из них приклеиваем по экземпляру и-плоскости с таким 
же (одним) разрезом. Построение поверхности для 2(ш) основано Ha 


(4) у=2т 


® И 
(2) A(—1+7i) (3) Tien 


+ 
(3) о (21) 
LYK NA 


@® @ |<) 
А — р _ 


том, что и(2) отображает каждую полосу 2kn < у < (2k+1)7 на полосу 
dka <и< (26 +2)т, несущую и-плоскость, приклеенную по разрезу —1 < 
Зи < оо, v = (2 +1) (см. рис. 80); знак + означает, что области нужно 
склеить). 
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8.75. 1) Пусть Е — риманова поверхность, на которую функция w = 
= В(С) отображает (-плоскость. Для построения римановой поверхности 
функции z(w) нужно склеить бесконечно много экземпляров поверхнос- 
ти F с разрезом по дуге, соединяющей на F точки w(0) и ш(со) (подобно 
построению римановой поверхности функции Lnw). Подученная риманова 
поверхность имеет две л.т.в. в концах дуги склеивания и бесконечно много 
а.т.в., принадлежащих поверхностям Р. 


2) Для построения римановой поверхности функции z(w) склеиваем бес- 
конечно много экземпляров поверхности Е попеременно вдоль разрезов, 
идущих из точек и(:Е1) к точке (со) (подобно построению римановой по- 
верхности функции Arcsin 12). Полученная риманова поверхность имеет две 
л.т.в. над (оо) и дополнительно к а.т.в. п. 1) имеет еще бесконечно много 
а.т.в. 1-го порядка в точках (+1) (если (+1) или ш(—1) является а.т.в. 
порядка k поверхности РЁ’, то для z(w) она будет а.т.в. порядка 2k + 1). Ис- 
следование функции 2(и) можно свести и к предыдущему случаю заменой 
и = Zz. 

8.76. Все римановы поверхности для w(z) двулистны и имеют а.т.в. 
1-го порядка над точками: 

t)z=a,z=b; 2)z=a,2=b,z=¢e,z=@; 

3) z =ay Uz = о, если п нечетное. 

Для построения поверхностей берем два листа 2-плоскости с разрезами, 
идущими из указанных вьише точек в со, и склеиваем их по одинаковым 
разрезам. 

8.77. Все римановы поверхности для w(z) трехлистны и имеют а.т.в. 
2-го порядка над точками: 

) 2=а2=5; %Weea,z=bz=0; Bz=a,z2=b, z=6c; 

4) z =ак Uz = 00, если п не кратно 3. 

Для построения поверхностей берем три листа 2-плоскости с разрезами, 
идущими из указанных точек в со, на которых определяем три однозначные 
ветви w, ww, ww (w= ©"). При обходе точек ветвления w(z) приобре- 
тает множитель W 3a счет одного из подкоренных множителей, поэтому 


Ce © © 
ww ww w 
Puc. 81 


порядок склеивания листов по всем разрезам одинаковый, циклический 
(см. схему на рис. 81). 


8.78. Риманова поверхность для w(z) п-листна, с а.т.в. (п — 1)-го по- 
рядка над 2 =a, 2 =Ь, д = с, z = со. Поверхность получается склеиванием 
п листов г-плоскости с разрезами, идущими из точек z =a, z= b, z=c BOO. 
Склеивание циклическое, одновременное по всем разрезам. Листы соответ- 
ствуют однозначным ветвям функции ww (w = "т, k=0,1,...,2- 1): 

8.79. Риманова поверхность для (=) шестилистна, с а.т.в. 5-го поряд- 
ка над Z = со, двумя а.т.в. 2-го порядка над каждой из точек z = a, 2 = b 
и тремя а.т.в. 1-го порядка над = = с. Поверхность получается склеивани- 
ем шести листов 2-плоскости с разрезом по кривой, идущей из а в 6, изб 
вси из св OO. Эти листы соответствуют однозначным ветвям: ил + we, 


2 2 . 
ww + we, ww) + we, ил — We, WW — We, Ww — и, rae w = e773, a W1, W2 — 


| 
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#ё-—-а 
(2-6)? 
няет листы 1), 2), 3) и 4), 5), 6), вокруг В — листы 1), 3), 2) и4), 6), 5) 
(соединение дважды по полулистам), вокруг с — полулисты 1), 2), 4), 5) 


однозначные ветви 3 и /z—c. Обход вокруг а циклически соеди- 


) мо wytw, мо 
1 
а чи ро мир со wwy—we 
5) ил шо мил що 
а или 6 wy tw Wy -W 
w2w)+we ww) +we ww, +w. 
3) 
a 1-10 ми с ил — мо 
a) WwW Ay 02 
4) 
а WWi-Wo  b www. CC Чи 
ww We ww) —W, wt) — we 
5) 
а www 0b Wy— Wy Wy TW 
ww; —w w2w)—We мил фимо 
6) SSS SSS SS ESS 
a W1~-W2 b шим с мило 
Рис. 82 


(показано на рис. 82); 2), 3), 5), 6); 3), 1), 6), 4), вокруг со — циклически 
листы 1), 6), 2); 4), 3), 5) (см. схему на рис. 82). 

8.80. Риманова поверхность для w(z) шестилистна, с двумя а.т.в. 2-го 
порядка над z = 0, одной а.т.в. 1-го порядка над 2 = 1 иа.Тв. 5-го порядка 
над 2 = со. Для ее построения нужно склеить два экземпляра поверхности 
функции 9/2, каждый из которых имеет на одном из листов разрез по лучу 
у=0, 1<х<®х. 

8.81. Риманова поверхность для w(z) двулистна, с а.т.в. 1-го порядка 
над точками 2 == Ал (Е = 0, -1, 2, ...); над 2 = со поверхность имеет транс- 
цендентную особенность — предел а.т.в. Для построения поверхности бе- 
рем два листа 2-плоскости с разрезами, идущими из а.т.в. в со (например, 
по лучам параллельным мнимой оси), и склеиваем листы по одинаковым 
разрезам. 

8.82°). Е, и Е, получаются каждая склеиванием двух плоскостей с 
разрезами [—1, 1} (рис. 83). 


8) В ответах к задачам 8.82-8.87 через Fy, обозначены поверхности для z(w), 
т. е. поверхности над ш-плоскостью, а через F, — поверхности функции w(z) над 
=-плоскостью. 
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8.83. Е. получается склеиванием двух 2-плоскостей с разрезами (—со < 
<< 0, у=0), Е, — двух ш-плоскостей с разрезами [-1/2, 1/2] (рис. 84). 
8.84. F, и Е, получаются каждая склеиванием трех плоскостей, имею- 


С 


в 


NIN 
о \Q\e 


о 


< 
Qs WAN 


Рис. 85 


щих в циклическом порядке разрезы по двум из отрезков [0, Ул, [0, w 4}, 
[0, w? 4], где w = e?”*/3 (рис. 85). 

8.85. Е. получается склеиванием двух 2-плоскостей с разрезами (0, 3/2], 
Е, — приклеиванием к и-плоскости с разрезами и: 33/2, 103], 


yo: [-13./3/2, —ioo] двух других ш-плоскостей с разрезом ‘71, соответствен- 
но 72 (рис. 86). 


8.86. Р. получается склеиванием двух 2-плоскостей с разрезами [—1, 11, 
Ешь — склеиванием трех и-плоскостей, имеющих соответственно один раз- 
рез [—2b,ib], два разреза [-а,а], [0,16] и два разреза [—a, a], [0, —26], где 


Па те + /V5—2, b= be 1/4542. Отображение и три и-плоскос- 


ти с разрезами показаны на рис. 87 (рис. не в масштабе). 


8.87. а) п нечетное. F, п-листна, имеет п а.т.в. (п — 1)-го порядка над 

точками z=w* (w= e™/™ £=1,2,...,n), Е, 2n-nuctua, имеет п? а.т.в. 1-го 
aie 

порядка, по n над точками w = 7” $/1/4 (п = е”" М" у = 0,1,2,..,n—- 1), 
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Puc. 87 


Puc. 86 


соответствующих точкам F, Had z= 7", ип а.т.в. 1-го порядка над w = со, 
соответствующих а.т.в. Fy над 2 = w*, Отображение показано на рис. 88 
(для исследования использована замена © = 2”, И’ = и"). Функция w(z) 


Рис. 88 


@ 


3A 


A 


отображает круг |2| < 1 Ha 
-плоскость с п лучевыми 
разрезами, выходящими из то- 
чек 7” 1/1/4. 

6) п четное. Если п = 2т, то 
w(z) распадается на две функ- 

gm 
Е 
роения F, берем п “полулис- 
тов” |2| <Ти п “полулистов” 
|| > 1. Обозначим их соответ- 
k 


ЦИИ: wig = + . Для noct- 


ственно через Hy и Н», а граничные дуги, определяемые точками w*, — 
через 7%. Приклеиваем к Н;, вдоль к полулисты H}, вдоль 7+1 — полулис- 
ты НЗ, вдоль 9» +2 — полулисты Н? и т. д. циклически. Этим определяется 
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и порядок склеивания F,, из 2п листов, представляющих и-плоскости с п 
лучевыми разрезами, указанными выше. 


8.88. ш = 2/3, 5 = Оиз= оо — а.т.в. 2-го порядка. 

8.89. ш = 27/1! (n/m; — несократимая дробь, равная n/m), z =0и 
д = © — a.T.B. (ти — 1)-го порядка. 

8.90. 2 =биз= < — а.т.в. 1-го порядка; 2 = 1 — существенно особая 
точка для одной из двух ветвей функции. 

8.91. w=1- 2/3! + 27/5! —... — целая функция; z = со — существенно 
особая точка. 

8.92. 2 =из = с — а.т.в. 1-го порядка; z = 1 — существенно особая 
точка для одной из двух ветвей функции, предельная для ее полюсов 1-го 

9 

1-ак \- п 

‘) ‚ак = = +k (k=0, +1,...). Согласно зада- 


1+ az 
че 4.76, область неопределенности в точке z = 1 совпадает со всей плос- 


КОСТЬЮ. 


порядка в точках 2х = ( 


8.93. Если п = 0, то 2 = 0 и z = со — устранимые особые точки и 

и) = 1; если п < 0, то =0из= с — л. т. в., причем Ши = lim w=1 
&-+0 Z-400 

и z= 1 — существенно особая точка для одной из ветвей функции; ec- 

ли п = 1, то = д; если n> 1, TOz =O un z= © — л.т.в., причем об- 


ласть неопределенности w(z) в этих точках совпадает со всей расширенной 
ш-плоскостью. 
8.94, 8.95. 5 =Пизд= со — л.т.в. с областью неопределенности для 
w(z), совпадающей с расширенной и-плоскостью. 
8.96. 5=Т1Ти2= о — л.т.в., причем Ими = lim w=conz2=0 — 
zal Z~—00 
полюс 1-го порядка для всех ветвей w(z), кроме одной. 


8.97. 2=биз=сю — л.тв.и limw= lm ш =. 
2—0 2-0 


8.98. Точки ветвления те же, что для Arcsin z (т. е. бесконечное мно- 
жество а.т.в. 1-го порядка над z = -Е1 и две л.т.в. над 2 = со, lim w = 0; 


со 
2 =0 — полюс 1-го порядка для всех ветвей функций, кроме одной). 


8.99. 2 = 1 — л.тв. lim м = 00; #=0 — полюс 2-го порядка для всех 
2 


ветвей функции. 

8.100. Поверхности w(z) и z(w) те же, что для логарифмической функ- 
ции (л.т.в. над 0 и со). Отображение легко получается с помощью парамет- 
рического представления 2 = еб, w = eS. 

8.101. Риманова поверхность для w(z) бесконечнолистна, с одной л.т.в. 
над каждой из точек 2 =а, 2 =фи двумя л.т.в. над 2 = со. Поверхность по- 
лучается склеиванием бесконечного числа листов 2-плоскости с разрезами, 
идущими из точек 2 = a, z = b B OO. Эти листы соответствуют однознач- 
ным ветвям функции w+ 2лт (п = 0,1, 2. ...). При обходе вокруг z=au 
z = b 9TH ветви переходят последовательно друг в друга, чем определяется 
характер склеивания листов. 

8.102. Риманова поверхность для w(z) бесконечнолистна, с одной л.т.в. 
над каждой из точек z =a, 2=6, 2=си тремя л.т.в. над z = со. Построение, 
подобное предыдущему. 

8.103. Риманова поверхность для w(z) бесконечнолистна, с одной л.т.в. 
над каждой из точек z = ka (К = 0,1, +2,...). В качестве листов можно 
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взять 2-плоскости с разрезами, идущими из точек 2 = Ал в со (например, по 
вертикальным полупрямым). Два листа склеиваются сразу по всем разре- 
зам, по одной стороне, как при построении поверхности логарифмической 
функции. В со — трансцендентная особенность, предельная для л.т.в. 

8.104. 1) В каждой связной части римановой поверхности функции 
С = p(z) над 2-плоскостью, которой соответствует связная часть римано- 
вой поверхности обратной функции 2 = ф`'(() над Сс, w(z) представляет 
единую аналитическую функцию; 

2) в каждой связной части римановой поверхности функции © = $(2), 
расположенной над G, (эта область Ge, перенесенная в 2-плоскость), w(z) 
представляет единую аналитическую функцию. 

3) То же, что в п. 2). В указанном в условии задачи частном случае 
w(z) всегда представляет одну аналитическую функцию. 


8.105. w(z) состоит из двух аналитических функций +2. 
8.106. w(z) состоит из двух аналитических функций 27/3. 


8.107. w(z) состоит из р аналитических функций м2” 1/7 (и) = "т, 
р= н.о.д. (m,n); =01...р- Е пи = т/р, m = п/р). 

8.108. ш(=) состоит из п целых функций wre?!” (и = е" И", к == 0,1,... 
wy 1). 

8.109. w(z) — одна п-значная функция с а.т.в. (п — 1)-ro порядка над 
2 = кл (К =0,41,...). Ha со она имеет неизолированную особую точку, 
предельную для а.т.в. 

8.110. w=nLnz+ 2nik (Е =0,1,.... п - Т) — п различных аналитичес- 
ких функций. 

8.111. w(z) состоит из функций z + 2atk (k = 0,41, ...). 

8.112. Одна бесконечнозначная функция с л.т.в. над 2 = 0, 100. 

8.113. w(z) — одна бесконечнозначная аналитическая функция с од- 
ной л.т.в. над 2к = 27% (k = 0,+1,...). На со она имеет неизолированную 
особую точку, предельную для л.т.в. Риманова поверхность функции w(z) 
односвязная и получается склеиванием бесконечного числа листов 
и-плоскостей с разрезами (попарно без общих точек), идущими из 2, в 
со (два листа склеиваются одновременно по всем разрезам, но только по 
определенной их стороне). 

8.114. Риманова поверхность та же, что в задаче 8.113, только с л.т.в. 
над а = кл (k =0, +1....). 

8.115. Риманова поверхность та же, что в задаче 8.113, только с л.т.в. 
над 2 = 7k/2 (Е = 0,+1,...). 

8.116. w(z) состоит из функций +2 -+ 26л (k = 0, 1,...). 

8.117. w(z) состоит из функций z+ кл (k = 0,41,...). 

8.118. 1) Пусть г! = пы/пл, ro = т2/па, г = т1г2 = т/п — несократи- 
мые дроби и р =н.о.д. (пи, N22), 9 =н.о.д. (то, п1). Тогда (2"!)"? состоит изр 
различных п-значных аналитических функций, равных wz", ш = е?"(®Р), 
К = 0,1,..,p—1, a (z"2)" состоит из а функций 12", ил = е?7" (9), 
К = 0, 1,....94-—1. Одна из них, а именно 2", всегда принадлежит к обоим 
случаям. В частности, (2?/3)3/? = +2, (23/?)2/3 = УЛ. 

2) Пусть ri = mif/m, г2 = mo/n2, г = п! +т2 = т/п — несократимые 
дроби ир = н.о-д. (пи, п2). Тогда 2”12"? состоит из р различных п-значных 
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аналитических функций, равных w'27, w = е" ИР) р; = н.о.д. (mins + 
+ тет, р), ny = ni/p, ny = п2/р, k= 0, 1,...,p1 —1. 

3) Пусть р =н.о.д. (пл, п?) и М =н.к. (пи, п2) = п/р. Тогда w(z) co- 
стоит из р различных №-значных аналитических функций. 

8.119. Нусть N =н.к. (m,n), р = н.о. д. (m,n), 4 = н.о.д. ((т + п)/2, 
mn/2) и 1/т + 1/п = р/у. Тогда (2) — единая №-значная аналитичес- 
кая функция, имеющая №/п а.т.в. (п — 1)-го порядка над 2 = 0, N/m а.т.в. 
(т — 1)-ro порядка над 2 =1и N/g — а.т.в. (vy — 1)-ro порядка над 2 = со. 

8.120. Одна пт-значная аналитическая функция, имеющая одну а.т.в. 
(п — 1)-го порядка над 2 = 1, п а.т.в. (т -— 1)-го порядка над 2 = 0 и одну 
а.т.в. (mn — 1)-го, порядка над 2 = со. 

8.121. Две различные четырехзначные функции, отличающиеся зна- 
ком, с такой же римановой поверхностью, как у функции Wz. Каждая из 
этих функций имеет по одной ветви, для которой точка 2 = 1 является 
полюсом первого порядка. 


8.122. Бесконечнозначная функция с одной 
над 2 =Т ип л.т.в. над каждой из точек 2 = 


а.т.в. (п- 1)-ro порядка 
0, z = oo. Для построе- 


INOON 9 
@QyOr 1) 


—2ni, 


Puc. 89 


ния поверхности нужно склеить п поверхностей для Ln 2 с разрезом [1, co) 
на одном из листов у каждой. Линии р” зп п@ = Кл (Е = 0,1, 2, ...) раз- 
бивают и-плоскость на области, соответствующие полуплоскостям у > 0 
(рис. 89, для n = 2, С =? — вспомогательная плоскость). 


8.123. Бесконечнозначная функция с одной л.т.в. над 2 = Ти беско- 
нечным числом только л.т.в. над 2 = 0 и = = оо. Риманова поверхность 
получается склеиванием бесконечного числа поверхностей ДлЯ Lnzc раз- 
резом [1, со} на одном из листов. Поверхность имеет над 2 = 0, z = oo 
только л.т.в., притом бесконечно много, и над z= 1 — обыкновенные точ- 
ки и одну л.т.в. Линии е“ это = (26 +1)” uv = 2ka (k = 0, +1, 2...) 
разбивают W-NAOCKOCTb на области, соответствующие каждая #-плоскости 
с разрезом —co < х <0, у= 0 и дополнительным разрезом 1 < х< <, у=0 
для областей, в границу которых входят прямые v = 2kz (рис. 90, € =e” — 
вспомогательная плоскость). 

8.124. Бесконечнозначная функция с той же римановой поверхностью, 
что у Та Ра 2. 

8.125. Риманова поверхность бесконечнолистна, имеет а.т.в. (п — 1)- 


го порядка над z = 0, только а.т.в. 1-го порядка над 2 = +1 и 2n л.т.в. 
над 2 = со. Для построения поверхности нужно склеить nN поверхностей 
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для Агсзш 2 с разрезом [0,1] на одном из листов у каждой. Линии пд = 


= Ал/п и р" с0$пд = kx (Е = 0,41,...) разбивают ш-плоскость на области, 
соответствующие полуплоскостям у > 0 (рис. 91), где п = 2, C = и? — 


вспомогательная плоскость). 
8.126. Риманова поверхность получается склеиванием бесконечного чис- 
ла поверхностей для Гл 2 с разрезами [0,1/е], [е, со) на одном из листов 


©) 


№ NEUANIN 
IWS 
ON IRON 


Puc. 91 


@ 


оо 


о 
О а 


ANS 


Puc. 92 


(поверхности для Ln z по две склеиваются попарно, TO по одному, то по дру- 
гому из этих разрезов). Поверхность имеет над 2 = 0, 2 = со бесконечное 
множество л.т.в. и над z = 1/е, 2 =е — обыкновенные точки и бесконечно 
много а.т.в. 1-го порядка. Линии Im sin == с08 ush и = (2К + 1)пии=пт/2 + 
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+ka (k = 0,+1,+2,...) разбивают и-плоскость на области, соответствую- 
щие каждая =-плоскости с разрезом —oo < x < 0, у = 0 и дополнительными 
двумя разрезами: 0 < г < 1/е, у=бие < т < oo, у= 0 — для облас- 
тей, в границу которых входят прямые u = п/2 + кл (рис. 92; ¢ =sinw — 
вспомогательная плоскость). 

8.127. Бесконечнозначная функция. Ее риманова поверхность получа- 
ется склеиванием бесконечного числа экземпляров римановой поверхнос- 
ти функции \/2 — 1, снабженных на одном из листов разрезом вдоль луча 
1 <: < о, у= 0. Склеивание производится как при построении римановой 
поверхности логарифмической функции. 


8.128. Бесконечнозначная функция с одними лишь а.т.в. 1-го порядка 
над z=Qu z= 00 и двумя л.т.в. над 2 = 1. 

8.129. Бесконечнозначная функция с двумя л.т.в. над z = —1 u беско- 
нечным числом только а.т.в. 1-го порядка над z = из = со. 


8.130. Если а = т row = аа + CUE (k = 0,1,...,.m—1) — т раз- 
n n n 
личных аналитических функций; если a иррационально, то ш = aLnz+ 
+2лК (Е =0,-1....) — бесконечно много различных функций. 

8.131. Две различные бесконечнозначные аналитические функции с той 
же римановой поверхностью, что у Ln 2. 

8.132. Две различные аналитические функции, равные соответственно 
2Lnz u 2Ln(—z). 

8.133. w = 7/2+ 20k, k =0,41,..., w = п/2 + 2Arccosz; w = —3n/24+ 
+ 2Arccos 2. 

8.134. ш=л/2 + 7k (К = 0, +1.,...). 

8.135. w = Цт/2 + т) (Е = 0, -1....). 

8.136. ш — бесконечнозначная функция с той же римановой поверх- 
ностью, что LnLnz (см. задачу 8.123). Если © = ре = Lnz = nrt+iy 
(y ee Arg =), Tow= ei ing = eilin pttO+2aik) Для fo(z) = ет +1ар (0 < 6 < 2%) 
указанные в задаче множества предельных значений представляют соот- 
ветственно: 

1) u 2) окружность [м| =е 7”; 

3) окружности ш| = e7"/? при ф — +00 и [wl =e"? 
4) кольцо е`3"/? < ш| Зе ”/?. 

Для других групп ветвей добавляется множитель e~77* (& = +1, -Е2,...). 


8.137. Во всех пунктах w(z) представляет одну аналитическую функ- 
цию, если |а| < 1; если |а| > 1, тов п. 1) и 3) функция распадается на п, ав 
п. 2) и 4) — на бесконечное число различных аналитических функций. 

8.138. Если |а| < 1, то в обоих случаях w(z) представляет собой одну 
аналитическую функцию; если |а| > 1, тов п. 1} будет п, ави. 2) бесконечно 
много различных аналитических функций. 


8.139. 1) Пусть 2 = re’? и С = ре = Lnz. Тогда w(z) состоит из мно- 
гозначных аналитических функций, равных соответственно х(2)е* "2-8 +2"® 
(jz) < 1; р=\/ш?г-+ y?, 6 =arg (Inr + iy), причем ~co< y<conm/2<d< 
< 31/2 (kK = 0,+1,...). Все они имеют по одной л.т.в. над 2 = 0, в окрест- 
ности которой область неопределенности — кольцо (в частности, для К =0 


кольцо x(0)e~*"/? < Jw] < x(0)e~*/?). 


при ф > —0o; 


181/2 Л.И. Волковыский и др. 
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2) Пусть 2-1 = ге и С = рей = In(z—1). Тогда w(z) состоит из 
однозначных аналитических функций, равных соответственно 


(ее (| < 1; p= Vln? + (p+ 2an), 0 = ав [шт + Кр + 2п)], 

причем п/2 < ф< 31/2, 0<0<2т; kin =0,+1,...). Для различных К, п 

это различные аналитические функции. Если существует х(1) = lim x(2); 
Za 


то область неопределенности при z > 1 — окружность (в частности, при 
k = п = 0 окружность fw] = x(1)e~7). 


8.140. 1) Если f(z) не имеет нулей нечетного порядка, то \//{(2) рас- 
падается на две целые функции. Если @1, а2,... — нули нечетного поряд- 


ка функции f(z), то риманова поверхность для \/}(2) двулистна с а.т.в. 
над а1, а2,... и над со, если f(z) имеет там полюс нечетного порядка. Если 
f(z) — трансцендентная функция, то над z = со — две существенно особые 
точки однозначного характера, если f(z) имеет четное число нулей нечет- 
ного порядка, и одна существенно особая точка двузначного характера, 
если число таких нулей нечетно или бесконечно велико. 

2) Если f(z) имеет нули ay, а2, ..., То риманова поверхность для Ln f(z) 
имеет над а1,а2,... по одной л.т.в. и никаких других точек. Если f(z) ну- 
лей не имеет, то Ln f(z) распадается на бесконечное число целых функций, 
отличающихся одна от другой слагаемыми вида 2rki (К = 0, +1, -2....). 

3) Если f(z) имеет нули, то риманова поверхность для [f(z)]* та же, 
что для Ln f(z) (см. п. 2)). Если f(z) не имеет нулей, то [f(z)]* распада- 
ется на бесконечное число целых функций, отличающихся одна от другой 
множителями вида e°7** (k = 0, +1, +2,...). 


©.) 
8.141. Двулистный круг |2| < 1 с ат.в. в нулях функции Уи”, в 


частности, в точке 2 = 0. nal 


8.142. 1) Двулистный круг |2| < 1 с единственной точкой ветвления 
при 2 = 0 (часть римановой поверхности функции \/2, расположенная над 
кругом [2| < 1); 

2) часть римановой поверхности функции Гл z, расположенная над кру- 
rom [2] < 1; 

3) часть римановой поверхности функции Гл 2 расположенная над коль- 
yom, 1/2 < |2| < 2. 


Глава IX 
9.3. 1) В вершине Az: с. =0; 2) в вершинах А; и А2 ai = a2 = 0; 
3) в вершине Аз аз =0; 4) в вершинах Аз и А4 а2 = a4 = —1; 
5) в вершине Ay a2 = —2, в вершине Ay a4 = 0; 
6) в вершинах 42, Ази As № = 03 = 04 = 0; 
7) в вершине Ay a, = —2, в вершинах Ay и Аб а4 = a = 0; 
8) в вершине А2 a2 = —2, в вершине Ay a4 =@- 2. 
9.5. Необходимо и достаточно, чтобы a, = 1/(пь) (пк — натуральные 
oo 
1 Е 
числа или со) и У` (1 - =.) = 2, что возможно только для п = 4 сп = 
k 


k=l 
= Ny = Ng = nq = 2 (т. е. для прямоугольника) и для п = 3: 
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Полоса 


Полуполоса 


Прямоугольный треугольник 


Равнобедренный прямоугольный треу- 
гольник 
Равносторонний треугольник 


h = 53 Pe 
9.6. 1) и = —Inz+a, z =e" /" (q — действительный параметр), 
я 
z(w) — периодическая функция с периодом w = 2hi; группа G порождается 
преобразованием T(w) = w + в; ее фундаментальная область В состоит из 
удвоенной полосы и одной ее граничной стороны; 
„В 1+2 п(ш-а) 
2) ш=-Ш а 2 = 48 
па 2h ( 
z(w) — периодическая функция с периодом w = 2hi; группа С и ее фунда- 
ментальная область В те же, что в п. 1. 


а действительный параметр); 


9.7. ш = arcsin2, д = sinw; z(w) — периодическая функция с пери- 
одом w = 27; группа G порождается преобразованиями: T(w) = w+w, 
S(w) = —w; ее фундаментальная область В состоит из полосы 0 <и<ти 


граничных полупрямых и = 0, и=л, и <0. 


z 
9.87). l)w= с fea —z) dz, где C= Bp,q) = 
0 


1 
= [ee — 2) '4т — интеграл Эйлера 1-го рода); z(w) — двоякопе- 


0 
риодическая функция с периодами 2 и 27""!8, группа С порождается пре- 


ге 
образованиями: T(w) = ш + 2, S(w) = ше?" 6; ее фундаментальная область 
В состоит из удвоенного треугольника и двух разноименных граничных 


сторон; 


B(1/6, 1/2) 


Ш В 
В(/4,1/2)' 


периодическая функция с периодами 2% и wi; группа G порождается 
преобразованиями: T(w) = w+ 2w, S(w) = iw; ее фундаментальная об- 
ласть В состоит из квадрата со стороной ш и двух граничных сторон 
одного из составляющих квадрат треугольников; 


z(w) — двояко- 


2) ш = с fea — 2)? dz, где С = 
0 


z 
=of ~/8(4 — 2)-?/3 dz где C = ——~ _. — - 
3) w / 21-2 2, где Ва. 13) z(w) — двоякопери 
одическая функция с периодами 2hi и 2he™/®, где В = «3/2; группа С 


порождается преобразованиями: T(w) = w+ 214, S(w) = ше?" 3, ее фунда- 


ментальная область В состоит из удвоенного треугольника и двух разно- 
именных граничных сторон. 


9) Схемы фундаментальных областей даны на рис. 62. 


181/2" 
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9.9. “Треугольник” с двумя вершинами в точках w = 0, ш =4= B(a, В) 
и углами ла, 73 в этих вершинах. Если a + В < 1, то третья вершина ко- 
нечная; если а + В > 1, то третья вершина лежит в бесконечности; если 
а+ В = 1, то 4 = п/зшат, а “треугольник” имеет форму полуполосы ко- 
сой, если а A В; в случае а + В = 2 стороны “треугольника”, выходящие из 
вершин основания, параллельны, направлены в противоположные стороны 


о В<1 atB=1 а В>1 

х 

а=1 

x о 
a=2 a=2; в=-1 a=2; В=—1 
Рис. 93 
иа= ве ae если а = В = —. то “треугольник” представляет собой 
sin (a — 1) 2 


внешность прямой полуполосы (рис. 93). 


2) “Треугольник” с одной конечной вершиной в точке w = 0, с углом 
па и двумя вершинами в со. Две стороны “треугольника” представляют 
лучи, выходящие из начала, третья сторона — прямая, отстоящая от на- 
sin 78 Г(а)Г(8 + 1) 


8  T(a+8) 
книгу В. Коппенфельса и Ф. Штальмана, указанную на с. 148, п. 13.2.) В 
случае а = 1 получается полоса шириной 7; в случае a + В = 1 две стороны 
параллельны ий = 7; в случае @ = 2 получается полуплоскость с разрезом 
sin 73 


B(B +1) 
й = 4, если В = -5 uh = т, если В = —1 (см. рис. 93). 


9.10. 1) См. рис. 94, 1); мл = в (1) = —(1/2 — A); wa = wQ). 
2) см. рис. 94, 2); шх = wd). 


9.11.) ш= a farcsin /z — (1 — 2z) Vz — 23); 
п 
2) ш= = farcsin V2 — Vz - 27]; 


чала на расстоянии h = . (О вычислении величины h см. 


вдоль действительной положительной полуоси Hh = ‚ в частности, 
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3) w= * (in EYE - ayz) = (arth v2 - va) 


1- 


4) w = 2h(arctg Уз + arth Уз —2Yz)/n; 5) w = ia(—Vz(z — 3)/2 - 1). 


1) х<0 0<a<4 х<} 
WEN \\ 


1 
5<А<1 


} 
2 
х SN 
Puc. 94 
a i dz р т t 
9.12.1 =—— | —,—_,,. Eos 9 = - ,, T =- = | (a- +) 
ye [СТР 4 aie ma te к tp}? 
—1\!/4¢ 2 
rae t= (2 ~) ut, =e”7™/4 (y= 0,1,...,q—1). 
z 
2 —1 
а z-1\? p a tP Е 
2) ш= — ( ) 42. Если 0 =-, TOow= —] — tP 1 (1 - 
) № =| Е 2. Ee а w =| aa th n 
1 vai 


t 
= rye t ut, имеют те же значения, что и вп. 1). 
и 


а 1 2t 1-t 2-1 
а. где а) t= . 


9.14. w = 21 /п(У=? — 1+ arcsin (1/2)). 
2 
2d 


= а-—1 _р\-а 
а а-Р) 4. 
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2 

о re —— +h arth = —-), где a=1+ 4; 
ae i 

2) ye arctg \/— 5th arth = /5* ==), где а? -1+ 


vi dt 
пои ТУ где C, a,b определяются из уравнений 
Спуа Crvb 
ae ЕЕ В ЕЕ ВЫ 


_ 4n)-2/n 
9.17. 1) w= som izam | t")-2/" at: 


т/п 
поме ан c1=C= 


2-2/"n sin(an) 


Bln 1/2, 1/2) 


. 22/5 
use i (1 — °)-475(1 + £5)/5 at; 


9.18. 1) w= B(1/10, 1/8) J 


_ „Га- 5) +5)-№ _ on 2=2/57(7/10) 
2) wag [SO dt, c1=C= T(9/10)T(4/5) 


9.19. На многоугольную звезду с углами п — 2п/п — Алил-+ Ал попе- 
ременно, с центром в начале координат и одной из вершин первого вида 


углов в точке 
ре" 1+A\_. ла-л) 
Г =>. sin 2 о 


al 
—2/п 
wars aa 2 n 


sin — 
2 т-1 —2/п 
9.20. ш = сс) (2 way} dz, если n=2m, и 
Fi k=l a 
z m —2/п 
cmt 2 2пЕ _ a 
= call —tg =) dz, если п=2т+1 где С = 
Я kel 
sate = О, ioe a! 2/n » -inj/n = —9;.9-2/n 
BQ yn =2/n)’ 2i(2n)~ uc 2-2 : 


9.21. Параметры определяются с помощью уравнения (3) для bp, из 
равенств |f(b,)| = (Е =12...., п) и направления одной из сторон звезды. 
Одно значение a, выбирается произвольно. 


2а 2—2 
C(z — 1)’(z +1) we Aare — a2? 
z 4 

9.24. Параметры определяются из значений |f(b:)|, |f(ds)|, известных 
из задания Р и направления одной из сторон Р. Три параметра (ax, bi, 
cj, dg) выбираются произвольно. Если один из параметров ах или с; равен 
со, то (4) и (5) остаются в силе, если отбросить множитель и слагаемое с 
этим параметром. Если один из параметров В; или ds равен со, To (4) и (5) 
остаются в силе без изменения. 


9.22. w= 
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9.26. ш = CO(z + 1)%(z- 1), СБОИ Ь- 1)-°2, b= SO. 


ai + a2 
fz 2 — а? h 
9.27. ш = С Sale 7,202? C= МВ. а = п. 


9.28. ш = р - 1)", C= ры. в)", b= ут - а. 


a1 a, a2 
9.29. ш = Мен ( ate ) ( eal ) ‚ где a и Ь определяются из сис- 
l+az 1 ~— bz 


темы уравнений a°1h%2 = ,/h/H, ae —а) = a2(1/b — 8). 
9.30. 1) w=[Tn(z)]/”, где Ta(z) = НС + V2? -1)" 4+ (z- УР -1)"] — 
полиномы Чебышева; 


2) w 


9.31. Параметры определяются из значений Re f(b;) и Ве f(d,), извест- 
ных из задания Р и положения одной из сторон Р. Три параметра (ак, bi, 
cj, ds) выбираются произвольно. Если один из параметров ах или с; равен 
oo, то (6) и (7) остаются в силе, если отбросить соответствующие слагае- 
мые. Если один из параметров 65; или ds равен со, To (6) и (7) остаются в 
силе без изменения (см. ответ к задаче 9.24). 


9.32. Параметры определяются из значений Re f(b;), Ве f(ds). Три па- 
раметра ак, &, cj, 4, выбираются произвольно. В формуле (10) два пара- 
метра ак, 6:, cj, ds выбираются произвольно. 

9.33. Параметры определяются из значений Re f(b;) и положения одной 
из сторон Р. Два параметра выбираются произвольно. 


9.34. Параметры определяются из значений Re f(b;) и Ref(ds) и по- 
ложения одной из сторон Р. Три параметра выбираются произвольно. В 
формуле (11) два параметра, соответствующие вершинам, выбираются про- 
иИЗвоЛЬНО. 


9.35. 1) w= neti) +2 щ(2-1+С, 
я 


аа aa Spy ы 
C= = In (b + 1) — In (1 Oe DSS еж. 
2) w= ™m(2?-1)+™@mz+0, 
п п 
ha г 2 
С=- ша - 5?) - = inb, = РЯ. 


aig Sg М. 
п 1+ а12 п 1- а22 
системы уравнений: а а^? =е-", Вл (1/а1 — a1) = he(1/a2 — a2); 


Параметры a1, a2 определяются из 


4) ш= 1[5@ + 5), где f(z) — отображение из п. 3; 


5) ш = а Т» (2), где Tn(z) — полиномы Чебышева (см. ответ к зада- 
п 
че 9.30); 


6) ш= * [in (2-1 +2} 
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7) и=№ т se +Az, A= — roe 6 определяется из уравнения 
8 = 

6+1, Bb _ 

ss ae 

8) w = in(z +1) - Az? - z+ const, где А = 1/(2а) и а определяется из 

уравнения Ina + 1/2(а — 1/а) +d = 0. В частности, если 4 = 0, Toa = 1; 


9) = in(z—a) + 2 + Az + const, me A=, C=“ а-аи 
пл 2-а 270 27a 


1-а 2 «ad 
а определяется из уравнения In + - = —.B частности, если h = 0, то 
l+a h 


a 
a=0,A=C=d/4. 
9.36. Соответствие между плоскостями и, 2 и ф показано на рис. 95, 


а; 


Рис. 95 


| РР D 


1+k 


Рис. 96 


Аффиксы точек C u С’ в плоскости y равны 7+ Иа . Штриховому 
отрезку в плоскости и соответствует штриховая полуокружность радиу- 
са 1/УЕ в плоскости z (см., например, книгу Г. Бейтмена и А. Эрдейи, 
указанную на с. 162, п. 13.25). 


2 
9.37. ш = [= ss as т РЕБ z=sn Ge k), где Ли К определяются 
0 я 
f 
из соотношений east = AK. 
K a 


‚а 
9.38. См. рис. 96. 9.39. См. рис. 97. 


ar 


Puc. 97 
у 


икс 
ANB 


| КК ИЕ 
i] << oe aK ® 
: kK’ iat 
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9.40. Отображение 2-плос- 
кости на плоскость и показано на 
рис. 98 (имеющаяся на этом же 
рисунке у-плоскость относится к 
ответу задачи 9.41). 

9.41. Соответствие между 


Таблица I 


ЦЕ’ WK) ЦЕ RK") плоскостями z и и показано на 
k рис. 98. Выражения для duh ука- 
Е! К-Е заны в табл. I. 
i 1 9.42. Решение. Для опре- 
pie EK) (Е - ЕК) деления параметров Ci, Ки 6b 
имеем три следующих уравне- 
ТЕ Е HHA: 
k k! 1) w(1) =а или СЮ — 
dn ae -1)K +E] =a; 
Ce ae ee 2) w(1) = wll /k) или (15 


~1)K + E=(k’? —1)(K +ik’) + E + i(K’ - Е’) (см. указание к задаче 9.41); 


3) w(b) — w(1) = th. Е | 
Из уравнения (2) имеем В = alam Подставляя в уравнение (1), 


Рис. 99 


E'K-KK'+Ek' 2аК' 


a (см. формулу (10). на 
с. 165). Тогда для определения получаем из 3) трансцендентное уравнение 


(es кн (1 Е) г к (Ев) = F(a + ih). 


получим Cj =а, т.е. C= 
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Подробности решения и графики для определения параметров см. в книге: 
Betz A. Konforme Abbildung.— Berlin, 1948. 


9.44. Случай 1), 2), 3) и 4) изображены соответственно на рис. 99, 
100. Во всех случаях для сравнения приведено отображение на и-плоскость 
с помощью нормального эллиптического интеграла 1-го рода. Продолже- 
ние отображения первого квадранта 1 2-плоскости по принципу симметрии 
приводит в м-плоскости к полосе с прямоугольной выемкой (см. облас- 
ти J+ I] na рис. 99, 1), 2)), к полосе с прямоугольным выступом (см. облас- 
ти I+ П на рис. 100, 1), 2)), а также к другим областям (некоторые из них 
показаны на рисунках). Основные возникающие при этом размеры A, I, h 

Таблица II 


в ae Н* Н [fo 1 | h | 


к и Е? 


2 у jut Ulv +k] К? и 


Th (1, k’) ~Tiy(v, k) H*-H 


2 


2 pee tf ease ee Е Я fpf oe 
eee р ИЕ Пу (и, k) pag И Н Н 
п v| 2 
А? < ~ Па, К! ПЕ Н-Н* 
<<< 0! 2 и Ци + К? | фи ци, Е) (45 k) 
т и К? : 
v>0 a pall РЕ Ih(v, k) yp wk) Н-Н 
1 1 
и=-1 wa bearer (Е ~ kK) pee = 
1 1 и. 
v=-k —% ие pi (K" ~ E’) = 
ae _ | ae 1 cari ] 
Примечание. В столбце “l” интегралы понимаются в смысле главного зна- 
чения. Величина и’ = Зы” 12 и. 


см. в табл. П. Заметим, что второй случай приводится к первому, а четвер- 
тый — к третьему заменой z на & k°z* + КЕ = 1. При этом вместо v, k в 
и 2 a0 
К.К и соответствующие 
Ри’ re 
и-фигуры получаются из w-tpuryp для случаев 1) и 3) посредством целых 
(31.)2 i k? +p 


случаях 2) и 4) возникают значения и’ = — 


линейных преобразований с коэффициентами растяжения 


{91.1 к?’ 
2 
a ve с (индекс указывает случай). Для случаев и = -1 ин = —k* 
-)3 
на рис. 101 приведено соответствие между и ч- и и-плоскостями. Восполь- 
зовавшись табл. II, получим для и = —1 
1 12 snudnu)] _ р at 1 
w= alk u— E(u) + eee] = — GB (ik wa), 
= 1 12 m2, 1 / 21! 
: b= (Е ЕК, = ра(Е -К) 
и для и = —k* 
Ам esnucnu on OU й й 1 
= [Pw - PRES], = рик Е), Н= Е 


19* 
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Рис. 100 


р Wj 
K © 

“ZA re Е 
O K О 

iK! @ WY Uy © 
Ге] K Ol н | 


Рис. 101 
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9.45. Решение. Из условия A > 0 следует, что е1, ез, ез вещественны 
и различны и 92 > 0. Будем считать е! > e2 > ез. Верхняя полуплоскость 
Imz > 0 отображается на прямоугольник с вершинами 0, w, w—w', —w’ 
(принято Паш’ / > 0), соответствующими точкам оо, е1, 62, ез. Средним 
линиям прямоугольника соответствуют две полуокружности (рис. 102): 


Рис. 102 


первая с центром в точке ез, относительно которой €2 и е; симметричны 


(следовательно, ее радиус \/(е!1 — ез)(е2 — ез)), и вторая с центром в точке 
€1, относительно которой симметричны €2, ез (ее радиус \/ (е! — e2){e1 — ез)}. 


Продолжая отображение р(ш) по принципу симметрии, находим полупери- 
оды w, м’ этой функции: 
€3 


ат ? Е ат 
Ww =t 


= ls — e1)(@ — e2)(x — €3)’ > pi ler —2)(€2 — x)(e3 ~ z) 
el со 


Из рассмотрения рис. 102 находим соотношения 
е1 — ез 2 _ €2— €3 
sn?(Kw/w,k)’ ~ ey —€3 
Если g3 > 0, то ез < eg <O<e1 nw < |u| (ибо К <k’, следовательно, К < А’); 
если 93 < 0, тоез < 0 < eg < e1, следовательно, w > |м'|. Если дз = 0, то €2 = 0, 
ез = —е1 Hw = [w'|. В этом случае отображение симметрично еще относи- 
тельно вертикальной оси. Всей 2-плоскости с разрезами (—с0,е:з], [е1, 00), 
[0, со) соответствует треугольник (0, 2w, 2w’), составляющий половину па- 
раллелограмма периодов (теперь это квадрат) (рис. 103). Заметим еще, что 
в случае произвольных €1, €2, ез (е1 + е2 + ез = 0) половине параллелограмма 
периодов соответствует 2-плоскость с разрезами, вообще криволинейными, 
выходящими из €1, €2, ез и идущими в со (см. схематический рис. 104). 
9.46. Решение. Основное отображение показано на рис. 105. Оно по- 
лучается с помощью принципа симметрии из отображения полукруга II. 


p(w) = ез + 
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Замечая, что dw = — в и беря Arg(-—1) = +7, 


V(z — e1)(z — e2)(z — e3) 


имеем Argdw = т + Argdz— 
3 


1 
р > Arg (z—e,), откуда сле- 
k=l 
«. 
дует, что Arg dw на сторонах “че- 
тырехугольника” PBMC имеет 
соответственно значения —п/2, 
0, «/2, —п, что приводит к ука- 
занному на рис. 105 отображе- 


нию. Так, например, на дуге РВ 
имеем (рис. 106) argdw = -п+ 
+ (a2 + 4/2) - (- м + a2 + 
+ аз)/2 = — п/2 + (a1 + 2 - 
— аз) /2 = - п/2 ит.д. 

Для определения комплекс- 
но сопряженных полупериодов Рис. 106 
w, и’ функции p(w) имеем 


3 


е2 
‘ ] ах 17 ат 

tw = > Wr-wWw = + 

а JV (a — e1)(x — €2)(x - вз) 24 V(e1 — £)(e2 — т)(ез — 2) 

Если 92 = 0, To ег, ез, €3 являются вершинами правильного треугольника 


и параллелограмм периодов имеет форму ромба с углом 60° в нуле, ес- 
_ ЛИ 93 < 0 (тогда е› < 0), и углом 120° в нуле, если g3 > 0 (тогда е2 > 0). 


як 


© OR 
On 


Puc. 107 


В обоих случаях половина параллелограмма периодов соответствует 
;-плоскости с симметричными лучевыми разрезами, выходящими из то- 
чек €1, €2, ез (рис. 107, 108). 


9.47. 1) w = -[р(2)/е1?, полупериоды w, iw; 
2) ш=р(2)/2|е2|3/2, полупериоды w = ве`*"/6, wy! = йе"!6, где h = 


= а\ 3/2; 
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3) ш=р" (2) /4е3, полупериоды те же, что в п. 2. 
9.48. 1) z=sn(u,k), w= ати In p = 2nK/K’; [Вец < К, |Imu| < kK’; 


ey = 


Puc. 108 


2) отображающая функция Tame, что и в п. 1), только 0 < Reu < 


< К, ти < К’ Inp= ee 


Ki? 
3) сводится к п. 1} с помощью линейного преобразования; при этом k = 
rA-VrA~-1 
= ЕЕ где A = (a, 6, с, d) — ангармоническое отношение указанных 
VA+VA=1 
точек; 


4) сводится к п. 3) с помощью отображения t = fz? + 12; 
р й 
5) 2 = зп (ав К), ш = 1е"""/Ю In p= т —ЗК <Reu<K,0<Imu<k’; 


6) сводится к п. 5) с помощью отображения t = \/1 + 22; при этом А = 
= COS а; 
7) а ан та же, что в п. 5), только один раз 0 < 
ak’ 
<Imu< - aK, а другой - sk’ <Imu < kK’; sy aK 


8) z=ksn?(u,k), ш = ИИ: шр = к |[Вец| < К, 0 < ти < К; 
- Srocpeneouies функция та же, что в п. 8), только один раз 0 < Imu< 


< sk’ ‚ другой pas К" <Imu < k’; inp = 2K, 


2+! 
10) сводится к п. 8} с помощью отображения t = ———; при этом k = 
) свод ) щ р И 
= 1/(VT + p); 
11) сводится к п. 7) с помощью отображения t = ie при этом k = 
z 


= sin(a/2); 
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12) сводится к п. 2) с помощью отображения # = —isinz, при этом k = 
= (sh Hi)/(sh Н2); 

13) сводится к п. 7) с помощью отображения # = эп 2; при этом k = 
= costh H; 

14) сводится к п. 5) с помощью отображения ¢ = sinz и последую- 


щего линейного преобразования; при этом k = Wiel где A= 
ad ma Vit Vial" 
_ (1+ зщ в) — sing). 
~  2тр- sin a) 
dnucnu ~iun/K к’ 
15) =С12(и) + ——— |, ш=е ‚шр=2я-„, где К определяется 
пи 


я -” avg =F 
из уравнений 2(В) ва = Sie! dn* = д 


- спи 


9.49. # = ee 
snu 


—e** где cosa = К. 


. Вершины К +&К', -К +К' переходят в точки e*'*, 


2K : 
9.50. Сводится к задаче 9.49 с помощью отображения и = — arcsin 2. 
т 


При этом К определяется из уравнения а=е-”/К = Е, где b= 
= Ма? —1. 
_ 2к : 
9.51. = + ane где и = arcsin 2, [Reu] < К, |Im| < К’. Параметр 
snu к 


К имеет To же значение, что и в ответе к задаче 9.50. Фокусы z = +1 


переходят в точки +7 


+h 
9.52.1) == c[ztu) + aunt), eer 
snu snu 
l+cnu 
2)2=0(Z wns ge SE 
ye Я (4) + кю : snu ° 
3) z= В. [2 + КЕ'- КК’) — Е?и+ отм Об определении посто- 
snu 


янных CM. книгу, указанную в ответе к задаче 9.41. 


Глава Х 


10.1. Поступательное движение со скоростью У = а-146. На со — 
диполь с моментом р = 2тс. Линии тока 0х + ау = С; эквипотенциальные 
линии ах — Ву=С. 

10.2. В точке z = 0 — критическая точка (точка разветвления), на со — 
мультиполь порядка 2п (также точка разветвления); т” cosny = 
= С — эквипотенциальные линии, г” sinny = C — линии тока (2 = re”); 
У = п”. 

10.3. В точках z = би z = со — вихреисточники: (0; О, Г), (со; —@, —Г); 
шг = —Гф/О@ + С — эквипотенциальные линии; Inr = Оф/Г + С — линии 
тока. Оба семейства линий — логарифмические спирали; в случаях Г = 0 
или Q@ = 0 одно из этих семейств — окружности г = С, другое — лучи 
[T+ 21Q|_i(p—arctg (Игл) 7, _ ip 
rr (= = re’), 

т 


ф = С. Скорость V = 


ТН? 
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10.4. В точках а, b — вихреисточники: (а; О,Г), (6; -О©,Г); линии по- 


Рис. 110 Рис. 111 
ля — логарифмические спирали вокруг точек a и b (рис. 109); Inp = 
Г 
= oer’ — эквипотенциальные линии; шр = в9+С — линии 


а eee Me eee 
тока (= = ре ) Скорость У = “tei 2-92-55 


10.5. В точке 2 = 0 -—— диполь с моментом р = 27; г = С cos p — экви- 
потенциальные линии; г = Csin yy — линии тока. У = —e”? /r?, Vi. = 0. 
В точках 2 +: скорость равна —(3 + 41) /35. 


10.6. 1) и2) В точках 0 и со — диполи с моментами +2 Е? и 27 (верх- 


ний знак относится к п. 1), нижний — кп. 2)). Линии поля — кривые 3-го 
Rex Ry 
= = С — эквипотенциальные линии, уз ——— = C — 
xe + y* get 12 
В? 


линии тока; У = 1 =e", У.. =1. Точки 2 = +R для п. 1) u2z2=+iR 


порядка г + 


т 
для п. 2) критические (рис. 110 и 111). 


Глава X 


10.7. В точке 2 = 0 — квадру- 


через точки а; V = 22/{z° - а”), 
Viq = ti/a; начало координат — 
критическая точка (рис. 113). 

10.9. В точках +a, а — ис- 
точники: (а;2т), (а -2п); 7 + 
+ Сайт? cos2e+a' = 0 (С > 2) — 
эквипотенциальные линии (к ним принадлежат также прямые у = +2); 
г + Са?т? sin 2р — at = 0 — линии тока (к ним принадлежат также оси ко- 


4 =2 
ординат); V = Е У,. = 0, точка 2 = 0 — критическая (рис. 114). 
2 


291 
поль; г’ = Ссоз2ф — эквипотенци- 
альные линии; т’ = Csin2g — ли- 
нии тока; У = —2е*® /13, Vo = 0 
(рис. 112) 8). у 
10.8. В точках +a — источ- й 
ники обильности 27, на со — ис- 
точник обильности —4т. Эквипо- 
тенциальные линии — лемнискаты ny 
|2? — a?| = С, линии тока — гипер- ; 
болы a” — 2жу/С -у = a" с центром Ye р YY 
в начале координат и проходящие 7 yy | Y 
WG 


Рис. 112 


Puc. 113 Puc. 114 
10.10. В точках +1, 0 и на со — источники: (+1; Q), (0;-Q), (00; -Q); 
г? + 1/1? = С+2с082ф (С > 0) — эквипотенциальные линии (при боль- 
щих значениях С'’линии близки к окружностям г = VC ur =1/VC); r= 
C+tgey 


= Cut — линии тока (к ним принадлежат также оси координат и 
— tee 


Q 2+1 
= уУ=- 
окружность г ), on [227 —1) 
(рис. 115). 
10.11. В точках +7, 0 — источники: (+1; 27), (0; —4п); Ст“ — 2r? cos 2p — 
—1=0 (С > -—1) — эквипотенциальные линии (при С = 0 — гипербола 


у — т? = 1/2); г = /Csindg - cos29 — линии тока (при С = 0 — лем- 


|: V.. = 0. Точки +i — критические 
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ниската Бернулли), к которым принадлежат также оси координат V = 
Vio = 0 (рис. 116). 


2+1)’ 
10.12. В точках +1 + #//2 —- источники обильности 27, в точке 2 = 0 — 
источник обильности —4т, на со — источник обильности —47; г“ + 


+1/r' = C -2cos4y (С > 0) — эквипотенциальные линии (npn c<4 


wy 
“Le 


By 


линии распадаются на четыре компоненты, при C > 4 — на две; при боль- 


4 
ших значениях C это “почти” окружности г = УСиг= z=}; Ш = 
Cc 


Е 


-1 
— линии тока (к ним принадлежат также оси координат, биссек- 


4 
=o" 
7441 


zt 


2(z4 + 5) Voo = 0. 


трисы координатных углов и окружность г = 1); И = 2| 


Точки +1, +1 — критические (рис. 117). 
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10.13. В точке 2 — источник (0; ©), в точке z = со -—— диполь и источ- 


ник (00;—Q); у? = e'(C-27/@ _ 5? [в полярных координатах: ar cosy + 
С- 20 
+2 inre c) — эквипотенциальные линии; г = ЕО — линии то- 
20 asing 


ка; линии тока имеют горизонтальные асимптоты: уз + — —, Yxr4-00 
а 


= ie 
= с Cee У=а-+ ae ‚ У» = а; критическая точка z = ao (puc. 118). 
a 2пт ana 


10.14. В точке 2 = 0 — вихрь (0;T), на со — диполь и вихрь (00; —Г); 


С -— Гф/(2 is 
plier) эквипотенциальные линии; 2? = efttey~O)/T _ уу 
acos~ 
4 Гу “а 
(arsin gy = с) — линии тока; V = a+ eee, Voc = a; кри- 
Tr 


Г; 
тическая точка z = —" (рис. 119). 
27a 


10.15. Жидкость обтекает окружность радиуса В; И» = а, циркуля- 


Рис. 118 Рис. 119 


1 Е 
ция Г; критические точки определяются равенством 2. = ia 
та 


+V1677a?R? - Г?). Если Г < 4лаБ, то |2;| = В, т. е. обе критические точки 
лежат на окружности |2| = К; если Г = 4паВ, то критические точки слива- 
ются в одну; если Г > 4лаВ, то |2=.| > В (вторая критическая точка лежит 
в этом случае внутри окружности |z| = Е). См., например [3, гл. Ш, п. 49]. 


т 
oe Гь +? 
10.16. w{z) = Ve Е tn (2 ~ an). Ha co — диполь 
ri я 
5 k=1 
с моментом 27Ve~** mw вихреисточник с обильностью Qo = 5) Qe и 
ke k=l 
интенсивностью Го = — > Tr. 
kel 


10.17. 1) Нет; 2) да; 3) да (например, течение ш = ша 
2 и 


имеет линии тока, выходящие из начала координат). 
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10.18. При однолистном конформном отображении вихреисточник пе- 
реходит в вихреисточник той же обильности и интенсивности. Мультиполь 
переходит в набор мультиполей до того же порядка включительно. Диполь 
переходит в диполь со следующим законом изменения момента: 


1) (@;р) + (ajpei); 2) (00; p) + (a; pe-1); 
3) (a;p) -+ (00; p/c_1), 4) (00; p) + (09; p/ci). 


10.19. При п-листном конформном отображении вихреисточник пере- 
ходит в вихреисточник с обильностью и интенсивностью, уменьшенными 
вл раз. 


10.20. Закон изменения вихреисточника (а" — точка, симметричная 
точке а): (а; Q,T) (а; Q,-T) — в случае линии тока, (а; @,Г) + 
> (a*; -Q,T) — в случае эквипотенциальной линии. Закон изменения ди- 
поля более сложный. В случае прямолинейной линии тока: (а;р) > (а*;р’}, 
где векторы р, р’, проведенные соответственно через а и а”, симметричны 
относительно линии тока. В случае круговой линии тока |2| = В: (а;р) > 
- (а*; — В?р/а?)}, еслиа £0, и (а; р) > (00; p/R’), если а =0. В случае прямо- 
линейной и круговой эквипотенциальных линий при тех же обозначениях 

* u * 2 fa? = 2 
соответственно: (a; р) + (a*; —p’); (а; р) —+ (a*; В^В/а^), (0; р) > (00; —p/R’). 


10.21. 1) Во всех случаях особенности течения должны быть располо- 
жены симметрично относительно окружности {z| = I? (см. задачу 10.20). В 
частности, оси диполей, расположенных на этой окружности, должны быть 
касательными к ней. Сумма обильностей должна равняться нулю, для чего 

1 
SQ + 5 LG = 0, где @к — обильности источников внутри |2| = Ви 
О; — обильности источников на |2| = В. Вихрей на |2| = В не должно быть; 
2) Особенности течения должны быть расположены симметрично отно- 


сительно окружности |2| = В. В частности, оси диполей, расположенных на 
|2| = В, должны быть к ней ортогональны. Сумма интенсивностей долж- 


1 
на равняться нулю, для чего У Г - yo = 0, где Г, — интенсивности 


вихрей внутри |2| = В и Г, — интенсивности вихрей ua |2| = В; источников 
на |z| = R не должно быть. 


Г ыы 
10.22. 1) w=Vz+c (с — постоянная); 2) w= — Ш а 
21 zo 
3) ш= 2 In [(z — a)(z —а)] +c (на со источник обильности —2Q); 
п 
; : 
4w= 2 cae ~ +6; 


On 
5)w=>> 


[4 Mine age “ae In (2 ви +2 - 
2 RZ-a 


kal р 7 
+— ~+Vz+ce (ua со источник обильности — 379); 
2nz-G 
k=l 
6) Течение возможно только при Г = 0, Imp = 0; тогда w = 5 
та 


НЕЕ: 
20 
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10.23. 1) w= и —— : —— + — 
- 211 Re az 2nz-a 2mz-a* 

я Е ‘ee R s р 

a#0 (a =<, р’ =~5p), nw= + ze, ecana=0 (р" = 4). 


10.24. 1) w= > oe In [(z — a4) (R? — Gez)] + с, если er = 0; 
k=1 k=l 


2) ш=>` wh In[(z — ак) (В? — ак) + > a In (z — ai) + с, если 


i=l 


п 1 т 
39:+1519:=0 
К i=1 


10.25. l) w= Sin — 
211 В — Gz 


1 1 R , В? 
2) ш= 2 +8 с ("= ор =-5p); 


27 2-4 2nz-@a 


: 2 ia - RV ta 
3) w= Ve“ z+ ave te 9 ш=Уе “2+ E 


Г (2 : ta)(az + 1) 


Г 
+ — ШшШа+с. 
271 


10.26. w = 1 я 
x 211 ” @ 4 ia)(az — 4) о 
10.27. w = 2 в (26 + аб) +с. 10.28. w= 2 In(z? -—1) +c. 
“is 
Q Tye _ @ 4 
Е In Fat te ee 
= Гь Ок = 128 |+2 1 
10.30. w ss = In (z — ax) ce os In (2 — &) er 
Eide. + Уе-® х + с. Течение возможно, если а = aes (cam 3 T, £4 0, 
2nz~4 na 2 ra 
TO на со — вихрь с интенсивностью —2 Soe 
k=l 
10.31. „=>. [ais In (z — agi eee = In (RP = ви) | +V er 1 
ras 211 
Е?Уе® = а 
_ + с. Течение возможно, если yt =0,a=0,np=-2cRVe™. 
k=l 


10.32. Пусть Е = f(z) конформно отображает D на единичный 
круг || < 1. Тогда w = O[f(z)], где 


"TTR +i Ty +i ы 
a= > ше te) 4 Ae ttt in (dl — txt)| ie 


k=1 


nm 
ty = Как), при непременном условии er: = 0. 
k=1 
10.33. Пусть = f(z) конформно отображает D на область |t{ > 1 
п 


с нормировкой f(co) = со, [(о9) > 0. Тогда при условии SQ, =0 
k=l 
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w= es где 


г", "TT: tees 
a= ; ; ae +h [i In (t — th) + 
(со у Gera tong a or 
+ aa - 1) +e, te = На»). 
10.34. В обозначениях задачи 10.33. w = Ф[/(2)], где 
а AES 


(©) fi(oo)-t 21 


При Г=0 w(z) отображает внешность C на внешность отрезка [—2V/f' (oo), 
2Vv/f' (со)] действительной оси и-нлоскости с нормировкой (со) = oo, 


и (со) = Уе-®. 

10.35. 1) w(z) = _ 5 (az ~ b fz? — с) сова + i(bz ~ az? - c) sina] + 
+const (Va. = Ve'*, с = Va? — 1); 2) w(z) = (аз — bz? — 2) соза+ 
+ i(bz -а/й — 2) sina] + 5 In (z + V2? — @) + const . 

10.36. 1) w(z) = V(zcosa — i¥z? ~ sina) + const (Vio = Ve"); 

2) w(z) = V(zcosa — 1/2? — sina) + о In (2+ Vz? — 62) + const, где 


Г = —2ncV sina (с — точка схода). 
10.37. Пусть профиль Жуковского получается при отображении z= 


; oe 
= 5(¢+3) окружности С — Go| =, {1 — ol =R> 1, Co = 1— Re ip (0 < 


<8< т). Тогда при циркуляции Ги Vo. = Ve'* 


w(z) = "(= У ее + 
Rei 
+ +5 ие: =: In 20+ + с, 
о: и. 
причем Г = —2* ВУ sin(a + В) (Г определяется из условия и’ (1) = 0 в соот- 


ветствий с постулатом Жуковского-Чаплыгина). 
10.38. w(z) = \/2- p/2 + с — обтекание параболы извне; 
w(z) = ich УР 
2/P 


— обтекание параболы изнутри. 


10.39. w(z) = alte + Ve — <)" ето! (26) _ 
—(z — М = cP)! Bl eima/P8) +. const 
— обтекание правой ветви гиперболы извне (‘во = ", В=тп-а с = 
= Уа? + =) иш(2) = = + Vat - "29 4 (zg — Az? = @)"/ 29] + const — 
обтекание правой ветви гиперболы изнутри. 


10.40. w(z) определяется из уравнения 2 = е"“/” + лш/у (значения 


Глава Х 


функции тока на обтекаемых полупрямых 
взяты равными +5). 

10.41. w = Archz = In(z + Vz? — 1) (зна- 
чения функции тока Ha обтекаемых полупря- 
мых взяты равными 0 ил). 


10.42. 1) Течение с периодом п; в точ- 
ках Кл (Е — целое) — источники обильности 
О; точки п/2 + Кл — критические. Скорость 
на со в полосе периодов У» = W(x + юо) = 
= +Qi/(2x). Линии тока и эквипотенциаль- 
ные линии см. на рис. 120. 

2) То же; только вместо источников в 
точках кп — вихри обильности Ги V(r + 
too) = +Г/(2т). Для построения поля сле- 
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a on oe В 
pe pet ie 
2 |} = meds 
Di id и ™. УХ le 
=. 7, els Ра © 
Г. №. ` / 


Рис. 120 


дует линии тока и эквипотенциальные линии на рис. 120 поменять ролями. 
10.43. Течение с периодом п; в точках Кл — диполи с моментом р; 


p=0 b=0 
v= 
argp=F O<argp< 5 
Puc. 121 
скорость V(x+ioo) = 0. Линии тока приведены на рис. 121. 


10.44. Решение возможно при И = V — Q/w; 


wm Ея Я in sin SEHD 4 i(V - 2 late. 
21+ Qu 2ni 2w 2w 


bs ctg 


19.45. ш = — — 
2 Qn Qu 


n(z + а) 


+1Vz+e. 


10.46. Пусть t = f(z) конформно отображает 5 на прямолинейную по- 
лосу S:, причем 01, Q2 переходят в бесконечно удаленные точки 5+. Если 
существуют не равные нулю производные /' (01), /' (22), скорости И, \ 
касаются границы 5 на со и произвольно задана одна из них, то для 5; зада- 


20 Л.И. Волковыский и др. 
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А 
А 
[^^ Я 
EY B_A 


A B 


SR 
Я 
Le SOL 
AC; 


e,;<C<co 


ча приводится к задачам 10.44, 10.45; решение существует и единственно. 
10.47. 1) Необходимо и достаточно, чтобы числа М и С были действи- 
тельными. В этом же случае линии Reu = tw являются эквипотенциаль- 
ными линиями. На рис. 122 показано отображение t = f(u) = C(u) + Cu 
при различных действительных С. Рис. 122 соответствует случаю w > 
> |w’|. Согласно рещению задачи 9.45 при этом ез < 0 <е› <еи Ё* > 1/2. 
м 9, (и -а)/(2ы)) 

2) (и) = 
4nw ies — a)/(2w)) 

= f(u) = ¢(u) — 


19, 9: (u/2w) 
< —п/ь < ace 


~ Qu D1(u/2w) 
10.51. f(u) = aC (u —a)+ (и — В) +Си-с. Чтобы функция f(u) 


+ с. Дляа =ди М =2т отображение t = 


показано на рис. 123 (заметим, что ез < 


была эллиптической, она должна иметь вид f(u) = (и -—a)—¢(u- В+ 


+ с. Если Imu=+Imw’ — линии тока, то М должно ere действительным, 


D 


7 


oe x 
а если эквипотенциальные ли- 
нии, то — чисто мнимым. Для 
а и В возможны только значе- 


ния 0, ик (К =1,2,3). 
Для а=0, В=щ,, М=жт 


Г(и) = C(u) — C(u — we) = 


oi (tox (и) 
в(и)оь (м) 
(i,j,k — перестановка из 1, 
2, 3). Точки и = “(подо и) 


= 1k + 


критические, т. е. в них }' (и) = 
= 0. Основные отображения см. 
на рис. 124. Указанные там пря- 
моугольники отображаются на 
полуплоскость, ограниченную 
горизонтальной прямой (k 
= 1), полуплоскость ограни- 
ченную вертикальной прямой 
(k 2), и на двулистный 
квадрант с линией склеива- 
ния, представляющей горизон- 
тальную полупрямую, соответ- 
ствующую штриховой линии на 
прямоугольнике (k = 3). Эти 
отображения продолжаются по 
принципу симметрии. 

10.52. Периоды течения 4K 
и 2К’ диполи 2mK + (2n+ 
+1)ik’ с моментами 
2т(—1/К)”, критические точки 
(2т + ПК +пёК’ (т, п — це- 
лые числа). Отображение см. на 
рис. 125. 


20* 
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Рис. 124 
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Рис. 127 


10.53. Периоды течения 4K и 2K + 2iK', диполи те же, что и в зада- 
п+т 
‚—^, критические точки 2mK + 2nik' 


че 10.52 с моментами 27 


i 
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и (2т + 1)K + (2n+ 1)ik" (рис. 126). 

10.54. Периоды течения 2K и 4iK’, диполи Te же, что в задаче 10.52 
с моментами 27(—1)"+™:, критические точки mK + 2niK’. Основные ото- 
бражения см. на рис. 127. 


P+iQ 1 9(и-а) 
21 o(u— B) 
+w’ uP =u", опуская аддитивную постоянную и множитель 


10.55. f(u) = + С - с. В частности, для а = 0, м, ш + 


r+iQ 


Qni? 


меняя 


o(u) o2(u) 


С и преобразуя о-функции, получаем In +Си, In 


] 
o3(u) o3(u eae o(u) 


) ; 
+Cu, Bom Ди+зь) = flu), to flu) = Hm Ie e/a) с 


+ 


271 9: ( 


Рис. 128 


10.56. Г), 2), 3) Двоякопериодические течения с источниками обиль- 
ности 27 и —27 в нулях и полюсах функций п и, спи, апи (рис. 128). 
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10.57. Двоякопериодическое течение с квадруполями в нулях р(и) 
(рис. 129). 

10.58. Периодические течения с периодом 2w (период скорости), с ис- 
точниками обильности 27 в нулях Ve(v) (рис. 130, 1) для 94 и для 93 


А 
о 


< 


1) at GY ИЯ 2) Ah ИЯ 
АКМ ИЯ № И 
ЗАКИ И 
NG Hy № И 
HO Yi ИА Lh 
ТИ x YY) 
x > Й Й “Wy 


YYZ 
LIAO 
й р Ont 

Puc. 130 


при сдвиге вправо на 1/2; рис. 130, 2) для 9; и для 92 при сдвиге вправо 
на 1/2). 

10.59. 1) f(z) = Г/2л ш2+ с; 

2) f(z) = Г/(2п1) nt(z) + с, где t(z) отображает область D на круго- 
вое кольцо так, что сохраняются направления обхода граничных контуров; 

3) f(z) =P / (nt) In((z — 21) /(z - 22)) + с, где 21, 22 взаимно симметрич- 
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ны относительно каждой из окружностей (т. е. являются точками пересе- 
чения окружности, ортогональной к двум данным, с прямой, соединяющей 
их центры), причем точка 21 лежит внутри окружности с циркуляцией Г; 
4) f(z) = Г/(2т1) 1К2) + с, где функция t(z) отображает область D на 
кольцо с сохранением направления обхода контура с циркуляцией Г. 


10.60. f(z) = ®(w/(ri) In 2), где 


__} [pg ~ а)/(2%)) _ pollu + а) / (2%) 
ата PH((u—a)/(Qw)) Ри а) 2) 
Функция f(z) отображает В на внешность двух параллельных отрезков, 


Ф(и) = 


w 
+2 а = — ша. 
пт 


Рис. 131 


отстоящих друг от друга на расстоянии ad (рис. 131). Концы отрезков 
па 
определяются из условия Ф' (и) = 0. 
10.61. f(z) = ${u(z)], где 
У [281 (и — а) (2%)) | т -ю (и — а)/ (2%) 
Ф(и) = [де L + ke ee] + с, 
0) oF бы a)/Ow)) О] 


а и(2) =а+К/2 +... — функция, отображающая область D на прямоуголь- 
НИК. 


w BB (u/Qw 

10.62. f(z) = $(“ш2), где Ф(и) = Ар(и) + 1/2) 

a | Th 2w 31 (u/(2w)) 

CH 2W* ww > 

= ———, B= — (6-2 — c_1). Задача возможна, если с_› — действитель- 

п? п 

ное число, а разность с--2 — с-1 —— чисто мнимая. Если А # 0, то функция 

f(z) отображает В на внешность горизонтального луча и параллельного ему 

отрезка, отстоящего от него на расстоянии |c_-2 ~ с-1|/2. Концы отрезка и 

начало луча определяются из условия Ф' (и) = 0 (рис. 132, 1); на рис. 132, 2) 

изображен случай В = 0). Если же А =0,т. ©. имеется только диполь, то 

Е отображается на полуплоскость, ограниченную горизонтальной прямой 

и имеющую разрез вдоль горизонтального отрезка, отстоящего от прямой 
на расстоянии |с_1|/2 (рис. 132, 3)). 


te, А = 


10.63. 1) Решение возможно, если Г! — Г› = Г; при этом условии f(z) = 
= $(%/(п1) ш2), где 


ат 91 (и 2)/(2%)) , Pe 


и-+ с, а = we ] 
Зи 19 (и+а)/(2%)) 25 me 
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91 (и — a)/(2w)) 
91((и + a)/ Qu) 
нии u oT 0 до 2 равно 271, а при изменении м от 2w + tw’ до iw’ равно 0). 
Критические точки течения определяются из уравнения 
1 р’(а) 
(и) = pla) + 5 
о 2 [< (<) — na/w] + Ми’) — пы /w)’ 
где Л = Г2/Г, и располагаются на сторонах прямоугольника с вершинами 
(0, w, м-+и’, w’) и прямоугольников, симметричных с ним. В случае Г. = 


1) ©) ©) @ 


(необходимо иметь в виду, что приращение In при измене- 


Рис. 132 


= 0 функция 2) отображает В на круг с разрезом по дуге окружности 
(рис. 133; Г > 0). В случае Го = —Г! = -Г/2 функция Lz) отображает К на 
двулистную область, образованную склеиванием внешностей кругов |] > 1 
и |Z] > р/а’ вдоль разрезов от —co до 5 = —е“"%0/Г, где yy — значе- 
ние 1) в критической точке. Функция s(Z) отображает эту двулистную об- 


Кз(=) — 30) (8(=) + s0)] 


ласть на внешность двух лемнискат, и f(z) = ит In 
At 


Рис. 134 


(рис. 134, T > 0, а? < р: полуполосы в #-плоскости нужно склеить вдоль об- 
wero разреза). В общем случае у = 0 на нижнем основании прямоугольника 
в и- плоскости и y изменяется от —Г/2 до Г/2 + Г», а на верхнем основании 


Г 1 Г 1 
v= —Шш-+ -* ш-иф изменяется от 0 до Г» (Г > 0). 
тж а 21 р 


2) f(z) = Bfu(z)], rae 
_ УГ ia (и — а) /(2%)) gia OY ((u — @)/(2w)) 
Bu) = 55 [ke Sa оь + м) т 
1 - Г 1((и — а) / (2% о 
i i au aon 
au(z)=a+k/z+... отображает область О на круговое кольцо. 
10.64. и = ах — Ву, v = Вх + ay, Е = —6; диполь (00; —6). 


2 A 
10.65. u= 2qy, v = 2q In; Е= 4 е*®; точечные заряды (a; 24) и (со;—24). 


2-6 2-а 296 — & 
10.66. u = 2garg2—?, v = ym 5 B= Со 


; точечные 


z 
заряды (b; 2g) и (a; —2g). 
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10.67. и = —29агв (2? —а?), о= 2qin\z?—-a"|; Е = —4q2/(2 - @); 
точечные заряды (a;—2g), (~a;—2q) и (00;4g) (см. рис. 113). 


Рис. 135 


2 


Рис. 136 


10.68. и = |[p|/rsin(y — a), v = Ip|/rcos(y — a); Е = ре" -®) /r®, ди- 
поль (0;р) (рис. 135). , ых ы 
10.69. и = (r+—)cosy, v = (r+—)siny; EF = —-i(1 Few ky, 
т r т 
диполи (0; 18?) и (со; —1) (см. рис. 110, 111). 
10.70. и = —py + 2qy, в = px + 2gin(1/r); Е = —p + 24е** /т; точечные 
заряды (0;24) и (co; —24); диполь (со; р) (ср. с рис. 118). 


10.71. и=- 2 = 24%1 Е= Keith 
и Put Du Чкфь, V +). чт р м" 
где д — ак = ге*®*®; точечные источники (ак; 24%); диполь (со; р) (рис. 136). 
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10.72. 1) Величина точечного заряда сохраняется; закон изменения мо- 
мента диполя тот же, что в задаче 10.18; 

2) знак заряда меняется на противоположный; закон изменения момен- 
та диполя тот же, что в задаче 10.20 при продолжении через линию тока. 


10.73. v = 299(2, а). 10.74. w = 2giln —— 20 с. 
# -— 20 
10.75. 1) и) w= 2qi In К 70 
)и2) qi In eae 
sae ae Ae 
Wee eke GS (Oe ee 
f(z) a—b 
Г 1 — 4/22 — В? 
10.77. w = 24 n—~ +e, где (Ти. 
f(z) R 


10.78. и = 2qi In 


[= 


‚ где t= f(z) определяется из уравнения z = 


nme 
f(z) 


dt + = (em. задачу 9.17 для п =4и 9.52). 


= 508 3/4) 


1—cn(Kz/a,k) 


1 =2 
0.79. w = 2qi In И ae) 


и К определяется 


Да terme  = 
из уравнения К’/К = b/a (см. задачу 9.49). 


— oof iy — 91(2- 20)/(4a))91 ((z — 22) /(4а)) 

10.80. w = 2qi In о) +c, где f(z) (2 я) / Ча) (а — 2) а) 

им = 2a, и’ = 246, 21 = (4a — то) + iyo, 22 = (4а — то) + i(4b — yo), 23 = то + 
+ (46 — yo). 


10.81. ш = —Р НР +6 (шв 40,0" = =) P= 


z-4 Zz 
+c (a=0), с — действительное число. Сравнить с задачей 10.23, 2). 


i *j R - 
10.82. 0 = -Р + Mite (шо, а" =, р" = Sp), w= 2 - 
z a 


—@ az2~-@ 
2 +c (а =o). См. задачу 10.25, 2). 
10.83. w = p(zcosa + isin az? — Е?) + const. 
10.84. w= —^ Каз —В\/ =? — с?) сова — i(bz ~ а\ 27 — c*) sina} + const, 
РЕ 


’ 
где с =a? — 0b’. 


2K, ne K к’ 
10.85. w= - (со а 1 sina спи), где и = —zu — =- (см. зада- 
а 


2snu a K 
чу 10.79). 
10.86. 1) Если pi = pe’*, то 


f(z) = pt'(a) = tle 5 + @] COS a + от - К) sina} +c; 


2) f(z) = pit(z) - fo ae c= p{ |e) +; 2 и сова 2) — Wa =] sina} + 


+ с, где pi = ре. Функции в квадратных скобках осуществляют нормиро- 
ванные конформные отображения D на внешность горизонтального, соот- 
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ветственно вертикального, отрезков My, 


п 
: 1 , p ze 
10.87. ш=\ `24ааШш ——— +if'(a,a [4>- z,a)| + с, где f(z, ак 
>. geiln (4,4) | Fy PF 2a) ) 
и f(z,a) конформно отображают D на единичный круг с нормировкой 


(ак, ак) = Ка, а) =0, f'(a,a) > би с — действительное число. 


— № ae если Imz 2 0, 
10.89. v(z,a) = jz а 
—~In ———, если Imz < 0; 
в 
Sie ie Е Е. 
p(z,a,) = а ple =a+t+if). 
10.90. 1) Внутри круга lal 
eye = 1 м 
seas az| _ [0 ag + |, если a #0, 
a ‘ ША, если а=0. 
Вне круга (2, а) = — Ш | г Плотность 
-—а 
2 |112 р 
РВ) = — Za (a= ще"). 


2nR ЕВ? — 28 [41 сз (8 — a) + jal? 
1 

В частности, для а = 0 она имеет постоянное значение dap И Создает 
Ш 


потенциал обложения, имеющий постоянное значение In В внутри круга и 
значение In |2| вне круга. 


Е? — az 
ША, a £00, [> А, In|z|, |212 R, 
2) v(z,a) = 1 v(z, co) = a 
в а Е со, |2| < В; Ink, 5 А; 
ge 
; 2_ р? | 
р(Вей а) = : Е (а = |а|е*® иа# оо). Если а = 


28 В — 28 |al cos (6 — a) + fal? 
= со, TO индуцируется TOT же потенциал, что в предыдущем случае 


для а = 0. 
[z+V2? — RA] 1 
10.91. = ln ——___ = - < R). 
91. v(2,00) =n PAVE ро = я < И) 
Were 
10.92. v{z,co) = In ies ; el вне эллипса, v(z,oo) = —In2(a - В) 


внутри эллипса. Плотность р(2,с9) = на эллипсе, с* = 


1 
Ей 
В, Qn Ji? — =? 


1 д9(с, 1 
10.93. p(¢) = 5-99), 10.94. p(6) = =. 


i 
Pa mre ae 

1 в ра 
ея (c =a’ —0b*). 10.97. В. 


И) Ср. приложение П. Шиффера в книге: Курант P. Принцип Дирихле, кон- 
формные отображения и минимальные поверхности.— М.: ИТЛ, 1953. — § 1, п. 2, 
особенно с. 242, 243. 


10.95. р(т) = 


10.96. p(¢) = 
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10.98. 1/(2R). 10.99. 1/(2(а—5)). 10.100. а. 


10.103. Если (2; А) — гармоническая мера интервала А действи- 
тельной оси : точке Z относительно верхней полуплоскости: w(z;A) = 


тыр 


ная т а 
lhw= £ In(z—a), v= gw(z;A), А = (—oo,a); 
—b 


(см. задачи 7.58 и 10.102), то (опускается действитель- 


ее 
п 


‚и = gw(z; А), А = (a,b); 


a2 +. + ymin A, 
ay 2 


— @п-1 


3) w= = Cie ete 
п z- 


п 
v= У pew(z; Дь), Дь = (@k-1, 04), а-1 = —00; 
k=1 
4) w и у получаются из выражений, указанных в ответе к п. 3), заменой 
Pr на Pe — Yo, добавлением igo K ш и yo к v. Потенциал можно также 
п 


представить в виде > `фьш(2; Az), До = (an, 00). 
k= т 


10.104. 1) w(z) = a In 2 + const, v(z) = =. Inr + const, где и = 2; 
Ins т 


2) w(z) = ти Int(z) + const, u(z) = al п |t(z)| + const, где и — модуль 


области D (см. с. 35) и (=) конформно отображает D на круговое кольцо. 
10.106. w(z) определяется формулой, указанной в тексте задачи 10.105, 


где: 
- Vara ? 
1) t(2) = Ya, w= $4 (2) -В 
z+ Va? — Е? 
= в 2 
2) u 3) t(z) = Уи: ay p= ( =) ‚ 1, 22 определяются из урав- 


— 42 Е -— 2x2 


2_ 2 _ 2 
нения gp НИ К 0 as), 
a 


4) (2) = (e+ VF—@), w= “8, c= УИ; 


5) t= eTKtuV/K" д зп (и, К), ие" К/К ([Reu| < К, [пи < К’; см. 
задачу 9.48, 1); 


6) t= et (Kew/K ; = an mad y+ eee p= e*K/K" где К опреде- 

п sn Ue 
ляется из уравнений: KZ(p) = a, dn’B = ie (см. задачу 9.48, 15). 
а 
In [21 11 |2| 
10.108. 1 =1- = : 
ред =1- BEL не) = BEL 
Qrpln aly + 
pi(¢) = —р2(<) = A ы ри = р2 = —pi2 = ~—pa = —; 
-—*— wa || =p, inp 
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2) ал (2) =] — wo(z), и (2) = ое, 
“© ae на Г, 
р (©) = -р (©) = a na pu = Pe = ра = ~pn =, 
—|—~+|— на Г2, ny 
С) Иов 


где t(z) конформно отображает D на кольцо 1 < |! | < р, причем контур Г 
переходит в окружность |t] = 1. 
п 
10.110. v(z) =Im f(z) — У `акшь(2), где f(z) конформно отображает D 


на плоскость с горизонтальными разрезами, причем 
р: 


Кг) = Е если ая о, 
piz+..., если а = с. 
10.111. %(2) = 299(2,а) + S > anwe(z), we(z) = = | 99(6.2) ag 
k=l ae дп 
k 


10.112. Если f(a) = co, то поле образовано диполем (а;р), где р опреде- 
ляется из разложения f(z) вблизи точки a: 
pr 


И?) = $ z-a 


112+... если а = со. 


+... если а #00, 


10.113. 1) Если f(a) =0, f(b) = со, то поле образовано точечными заря- 
дами (a;2q), (5; —24), причем поток вектора напряженности через каждый 
граничный контур равен нулю; 

2) если f(a) = 0, то поле образовано точечным зарядом (а;24), причем 
поток вектора напряженности через граничный контур, соответствующий 
окружности, в направлении нормали, внешней к области О, равен 4rq, а 
через каждый другой контур равен нулю; 

3) поле всюду регулярное. Поток вектора напряженности через гранич- 
ные контуры, переходящие в окружности, в направлении нормали, внешней 
к р, равен 447g (+ для контура, переходящего во внешнюю окружность), 
а через каждый другой контур равен нулю. 


10.114. См. задачи 10.61 и 10.63. 
nol 
10.115. 1) 5(2) = У axws(z) + с, где ак однозначно определяются из 
системы а 


n~l 

>> pik oe =2q@ (=1,2,..,.n—-1) 

k=1 
(см. задачу 7.70) и с — произвольное действительное число. Задача экви- 
валентна построению течения в О, обтекающего граничные контуры Гь 
с циркуляциями 4так (k = 1,2,..., п), если со Е О, и циркуляциями 4т4ь 
(k = 1,2,....n—1), —47qn, если сое D (LP, — внешний контур). 

2) v(z) = vo(z) — 2qg(z,a), причем vo(z) определяется, как в п. 1), по 


8 
зарядам обложения 24% + 2g), где 4, = = / 89 (а) ds. 
ris 
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2 
10.116. 5(2) = 2q In г +c, если g=0, и v(z) = 2(q.— Аа) ш 


z| 


r 
[2] 
—249(2, а) + с, где 
Ine 
A= BS, ба) = ЕР] 
Inp 


91 (п = + Ina) /(2ni)) 
9: ((Inz — Ina) /(2ni)) 


при т = Е причем р <a < 1, если 4 # 0 (в обозначениях задачи 10.63 
И 


функция Грина 9(2, а) = Па a(S In z) при Г=2ти Г>› = —2т; последнее — 
AL 
из условия w = 0 на границе кольца). 
10.117. Источник (а;4) переходит в источник (a*;—g), где а* — точка, 
симметричная а. Функция 


и = q/(2m) In(1/|f(z,a)|) + © 
где /(2, а) конформно отображает область D на единичный круг (здесь и в 
дальнейшем коэффициент теплопроводности А принят равным 1). 


4 z-a q В? — az 
118, и О ec 
10 ее т +c. 10.119. u тм Reza +e 
4 sin(az/(2a)) + ish (wh/(2a)) | 
10.120. u= 1 : 
Wn | sina) = el analy 


t+ifvk 


t—i/Vvk 
Ki 2b 
из соотношения к See 


10.121. u= 7 In | | +c,t=sn [< (z + ib), u| ‚ где К определяется 
п а 


а 
10.122. 1) Функцию Грина 9(2, а) области D можно рассматривать как 
температуру, создаваемую в D источником тепла (а; 27), когда на границе 
температура равна нулю; „ 
2) u(z) = oe 9(2,а) + У`чьшь(2), где к (=) — гармоническая мера Г». 
и 
k=l 


10.123. и= = 9(2,4) dee и In |z|/ri + мл, где 9(2, а) — функция Гри- 
us 1 


т 
на (см. ответ к задаче 10.116). 
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11.3. 1),2) A= . [(a1 + bo) + Ка —b,)], B= 5 l(a — by) + Це + b1)], 
= 
2А 1 
(bo = a1) _ (а + bi)], Ст = is (св — Cib2) + (ста = c2a1)). 


C=atin, Al= (ал + b2) + ЦЫ - а2)], 


1 

В! = — 
i= aA! 

4) Отображение (2) сводится к проектированию 2-точек на прямую ш = 
= ре -9!? (_oo < р < co), повороту вокруг начала на угол В и преобра- 
зованию подобия с коэффициентом ||. Вся 2-плоскость преобразуется при 
этом в прямую ш = Лей“+8)/? (-0ю < A < оо). 

11.13. Можно построить искомое квазиконформное преобразование с 
характеристикой р < (Е + ||) /(В — Jal). 
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11.14. u=2/cosa, о =у- тва, р= (1+ эта) /соза. 
11.14. Решение. При помощи функции ¢ = In — 


и 2 = соответствуют точкам Аи В) конформно отображаем заданный 
двуугольник на полосу ширины л + Go. Эту полосу сжимаем до полосы ши- 
риной л (квазиконформное отображение с характеристикой р = 1+ д/л) 
и, пользуясь обратной функцией 2((), отображаем последнюю полосу на 


: , полосу шириной 7. При этом ду- 

WY ly га АМ (рис. 137) длины s займет 

Е, положение отрезка АМ’ длины 2; 

77 точка М перемещается по окруж- 

Yy И ности Аполлония относительно то- 

Y/. YY чек Аи В (показано штриховой ли- 

AA WHA нией) причем 

ИИ” dz _ cos*(o/2) . 2 Bo 


= > 
ds с052 (8/2) 2 


(значения z = a 


Pue. 137 
(доказать!). В полученной полуплоскости расширяем вертикальную полу- 
полосу, опирающуюся на отрезок АВ до длины дуги АВ, и притом так, 


чтобы в результате сохранить длины всюду на дуге АВ. Результирующее 
квазиконформное отображение имеет характеристику 


P< (1+ В/л) sec” (60/2). 
11.17. A= j[la~ a) +i(c+8)], B= ие + ile d)}, F = 5+8). 


11.18. 6 = 42(2)а или b = а/4(2). В частности, можно взять и = м + 
+ 42(2)0. Преобразование ш = ал +5 невырожденное, если [42(2)| # 1. 

11.19. 6 = Ла, где Л определяется из уравнения А? -—Л(1 + |92|*—]91 |?) + 
+4 = 0 или (A - 42)(1/Л- 4) = ||’. Преобразование невырожденное, если 
lal + {gal < 1 или [|9 — @1 > 1. 

11.20. Старшие члены уравнения задачи определяют квазиконформное 
отображение с двумя парами характеристик (p, 9), (1,61), зависящими от 
4: (2) и 42(2). Преобразование С(2) есть квазиконформное отображение с 
p-1 rie 1. -И 
——— 2 = —_— 


2091 
е см. зада- 
ptl ’ pit ( A 


одной парой характеристик р, 9; gf = — 
чи 11.7 и 11.9). 


11.28. F(z) = —22ш ш(1/г) + 22 в (1/8); 


OF т е"® созф 1 
— = —2InIn — — 22 1 = 
on 2 in ne 2 ne +2 ви, 
ЭР sy. 1 е'® sing : 1 
2y = ee и =e Е 
ое Вы 
La oe ev 

de Ini/r’ 


